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Forma Normal e o Conceito de Equilibrio de Nash
2.1.3. Equilibrio de Nash

Diagrama de Venn Il
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tegias mistas e existéncia de Equilibrio de Nash
2.3.1. Estratégias mistas: Definicao e exemplos

Experimento: Par ou impar? Pénalti
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Estrategias mistas e existéncia de Equilibrio de Nash
2.3.1. Estratégias mistas: Definicao e exemplos

Defini¢ao- Seja J = (N, (S;);en, (Ui)ieny) um jogo na forma normal no qual os
conjuntos de estratégias dos agentes sdo finitos: |S;| =n,i =1, ...,n.

Uma estratégia mista para o agente i € uma distribuicdo de probabilidades definida
sobre o conjunto S;:

o;: S; - [0,1] tal que 2.0:(5;) =1

S 0,(5)

Um perfil de estratégias mistas 0=(o0,,...,0,) € uma selecdo de uma estratégia mista
para cada jogador i,i = 1, ..., n.
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2.3. Estrategias mistas e existéncia de Equilibrio de Nash
2.3.1. Estratégias mistas: Definicao e exemplos

Definicdo- Sejam J = (N, (S))ien, (U;)iey) Um jogo na forma normal finito e
o=(0,, ...,0,) um perfil de estratégias (mistas).

Entdo a consequéncia do jogo para um jogador i quando todos jogam de acordo com o
perfil o é dada por:

Ui(0) = Eu;(0) = Y01(51)0,(52) - 0n(Sp) X u; (51,82, v, Sp)

O somatoério é tomado sobre todos os possiveis perfis de estratégias puras s =
(S S

O produto og,(s,) ...0,(s,) corresponde a probabilidade do perfil s ser o perfil jogado, e
u,(sy, ..., s,) é o payoff do jogador i quando esse perfil é de fato realizado.

Portanto, Eu,(o) é o payoff esperado (a utilidade esperada) do jogador i quando cada
jogador j escolhe a estratégia mista crj,j =l

Apresentagéo 03, Lamina 5 de 51 Il
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Estrategias mistas e existéncia de Equilibrio de Nash
2.3.1. Estratégias mistas: Definicao e exemplos

Exemplo- par ou impar?

2
p i
1 P et -1, 1
1 -1, 1 1, -1

() (I)er- (Ier-(): - se
- () -(B) -r- hee
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. Estrategias mistas e existéncia de Equilibrio de Nash
2.3.1. Estratégias mistas: Definicao e exemplos

Exemplo- Pedra, papel ou tesoura? 2
pe pa le
PE 0,0 -1, 1 I, -1
1 PA frii=sh 0,0 =L
TE -1, 1 1, -1 0,0

o=(aPE + fPA + yTE,Ape + upa +vte) = ((a,B,v), (4, 1, v))
emquea+ f+y=A+u+v=1

2

o=(0,1/2,1/2),n = (%,05)

e ()« (G (- (I -
- (0 (I6)+(6) +E)-

Wl




3. Estrategias mistas e existéncia de Equilibrio de Nash
2.3.1. Estratégias mistas: Definicao e exemplos
Definigcao: Seja J = (N, (S;);en, (1;);en) um jogo finito na forma normal.

A partir de J, pode-se definir o jogo AJ = (n; 4S; Eu,i =1,...,n), em que:

AS; é o conjunto de todas as distribuicdes de probabilidades sobre o conjunto §;

Portanto, uma estratégia mista do jogo J nada mais é que uma estratégia pura do jogo

Af.

Equilibrio de Nash para estratégias mistas: EN em estratégias puras do jogo 4/7:

Um perfil de estratégias ¢* = (07, ...,0,) €45 x ...x A4S é um equilibrio de Nash em
estratégias mistas (ENM) se e somente se, para cada jogador i,

Eu;(c*) = Eu;(0y,02)), Vo; € AS;
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ategias mistas e existéncia de Equilibrio de Nash
2.3.1. Estratégias mistas: Definicao e exemplos

Exemplo- par ou impar?

p)
{u} {1 —u}

1 Yp 1. -1 11

Rty -1, 1 1, -1

Jogador 1: Eu,(A, p) = A — A(1 =) — p(1-4) + (1 -A)(1—10)
= (1 -24)(1-24)
Jogador 2: Eu,(A, )= —(1 =2A)(1-24)



trategias mistas e existéncia de Equilibrio de Nash
2.3.1. Estratégias mistas: Definicao e exemplos

Exemplo: par ou impar?
Jogador 1: Eu (4, ¢) = (1 —24)(1-24)
Jogador 2: Eu,(A, 1) = —(1 —2A)(1-2p) %

MR
Se u<1/2 2

entdo MR,: 4=0
Se u=1/2

entdo qualquer valor de 4 é uma MR, MR,
Se 1151/2

entdo MR, : A=1

1/2 @

Se A<1/2

entao MR,: u=1
Se 1=1/2

entdo qualquer valor de i é uma MR,
Se 1>1/2

entao MR,: u=0

ENM

p i 0 1/2 1
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. Estrategias mistas e existéncia de Equilibrio de Nash
2.3.1. Estratégias mistas: Definicao e exemplos
Exemplo- Jogo do Banana
ENM: (A, 1). Abordagem alternativa:

UE,(D|u) =0u+10(1 —u) =10 — 10u 5
UE,(M|u) = 50u — 100(1 — u) = 150u — 100

d m
D>/ M & 10—10u> 150 — 100
17 R0 0.0 10, 50
11
=110 > 160pu = p < ¢ M | 50,10 |-100,-100

Se u<11/16 entdo MR;: 1=1
Se 1=11/16 entdo qualquer valor de 4 é uma MR,
Se 1>11/16 entdao MR;: 1=0

UE,(d|2) = 04 + 10(1 — 1) = 10 — 101
UE,(m|2A) = 501 — 100(1 — 1) = 1501 — 100

11
d>2m=>10—10/1>150/1—100@110>16OA=)A<1—6

Se A <11/16 entao MR,: u =1
Se A =11/16 entdo qualquer valor de 1 é uma MR,
Se 1 >11/16 entao MR,: u=0



Estrategias mistas e existéncia de Equilibrio de Nash
2.3.1. Estratégias mistas: Definicao e exemplos

d m H
W 0,0 10, 50 S 7
2
M 50, 10 —100, —-100
Exemplo: Jogo do Banana 11/16 ®
MR,
Se u<11/16 entdao MR,: A=1
Se 1=11/16 entdo qualquer valor de 4 é uma MR, ENM
Se 1>11/16 entdo MR,: A=0
Se 1 <11/16 entdo MR,: u =1
Se A =11/16 entdo qualquer valor de 1 é uma MR,
0 —

Se 1>11/16 entdo /VIRZI u=0 0 11/16 1

Observagao: Dado o elevado custo associado ao perfil (M, m), em queilibrio os jogadores decidem por
essa estratégia com baixa probabilidade: 5/16.

2
Probabilidade de acidente: (%) = (0,098



Estrategias mistas e existéncia de Equilibrio de Nash
2.3.1. Estratégias mistas: Definicao e exemplos

Exemplo- Batalha dos Sexos Assimétrico 0<e<l1

ENM: (A, 1). Abordagem alternativa:
UE,(Blju) =B+e)u+(1+e)(Q1—pw)=2u+1+e¢
UE{(S|u) = 0p+2(1 —p) =2 —2u

1—¢€

B> Soe2u+l+e>2-2us4u>1—-esu> 2
Se i > —=< entdo MR : A=1 2

4

15 b S
Se 4 = — entdo qualquer valor de A é uma MR,

4 1 B| 3+4+¢2 1+¢1
Seu< %entéo MR,: A=0 S 0,0 2.3

UE,(b|A) = 24+ 0(1 — 2) = 22
UE,(s|) =1+3(1—2) =3-24

3
b>zs<=>2/1>3—2/1<=>4/1>3<=>}L>Z
B0 2
Sel > S entdo MR,: u =1
Se A = %entﬁo qualquer valor de ;1 € uma MR,

Se 1 < > ent3o MR,: u=0
4
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trategias mistas e existéncia de Equilibrio de Nash
2.3.1. Estratégias mistas: Definicao e exemplos

Exemplo: Batalha dos Sexos Assimétrico e

e g ®
Seu > < ent3o MR: A=1 MR, /
4
Seu= % entdo qualquer valor de A é uma MR,
1-€ ..
Se u < — entdo MR,: A=0
4

ENM
s
Se A > ~entdo MR,: i =1
Seld = % entdo qualquer valor de u € uma MR,
3 Y . —
Sed< , entao MR,: u=0 MR,

1—¢€

; ®
2 0 > A
b S 0 3/4 1
1 B 3 + E, 2 1 + 6, 1 SOlugéeS:
S 0,0 2,3 EN: (B,b), (S,s)
ENM: (3B +55,=5b +255)
4 4 4 4
Mauricio Soares Bugarin Teoria dos Jogos _




3. Estrategias mistas e existéncia de Equilibrio de Nash
2.3.1. Estratégias mistas: Definicao e exemplos

Exemplo- Batalha dos Sexos Assimétrico 0<e <1 2
Solugoes: b S
EN: (B,b), (S,s); ENM: GB+§S, 1;Eb+3:€s)

Note: 1. B| 3+¢€2 1+e1

Se € = 0, entdao ENM simétrico: S 0,0 2,3
(3B +:55b+3s)
Cada um apresenta o mesmo viés na direcao preferida. Probabilidade de nao se encontrarem:
2 2
(2) +(3) =1e=0625
Se 0 < € <1, entao:
Ha um viés de preferéncia por parte de 1
Que gera um viés de radicalizagao na estratégia de 2:
O jogador 2 vai ao lugar preferido pelo 1 com probabilidade ainda menor!
Para que 2 consiga "disciplinar” 1!!
Probabilidade de nao se encontrarem:

3(3+6)+1—€_10+E_0625+E
42 42 16 8 ' 2

Discussdo:
ENM como mecanismo para disciplinar o outro jogador
Radicalismo estratégico
Aumenta a probabilidade de desencontro!
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trategias mistas e existéncia de Equilibrio de Nash
2.3.1. Estratégias mistas: Definicao e exemplos

Observacgoes:

« Todo EN em estratégias puras € um ENM

« EIED? .

PR IR e = UMM 7 I~ KIS [ B

“ty+ =ty >

No jogo resultante, s; > s,

No jogo resultante, t; > t,

Portanto, o unico EN encontrado por EIED é (s4,s,)



trategias mistas e existéncia de Equilibrio de Nash
2.3.1. Estratégias mistas: Definicao e exemplos

Observagoes: )
«  ENM
y B '8
a -1, 1 2,2 510
1 -6 03 2 43

c 2,—2 -1, 1 6,3
%) 22 3 41—

a>;d

Sy >1b

2 2

No jogo resultante, A >, C

No jogo resultante, Portanto, o jogo foi reduzido a um jogo 2x2

O unico EN desse jogo € (%a +%c,%A +§B)
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3. Estrategias mistas e existéncia de Equilibrio de Nash
2.3.1. Estratégias mistas: Definicao e exemplos

Proposi¢cao. Caracterizacao de Equilibrios de Nash em estratégias mistas.
Seja] = (N, (S;);en, (U;);en) um jogo finito na forma normal.
Entdao sdao equivalentes as seguintes afirmacodes:
(i) o € um equilibrio de Nash em estratégias mistas.
(ii) Paratodo jogador i e para toda estratégia pura s; € S;,
Se0;(s;) > 0 entdo Eu;(o;,0_;) = Eu;(s;,0_;)
Se 0;(s;) =0 entdo Eu;(o;,0_;) = Eu;(s;,0_;)
(iii) Paratodo jogador i e para toda estratégia pura s; € S;,
Eu;(0j,0_;) = Eu;(s;,0_;)

Demonstracao: Mostremos que (i) = (ii) = (iii) = (i)
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2.3. Estrategias mistas e existéncia de Equilibrio de Nash
2.3.1. Estratégias mistas: Definicao e exemplos

Proposicao. Caracterizagao de Equilibrios de Nash em estratégias mistas.

Seja] = (N, (S;)ien, (Ui)ien) um jogo finito na forma normal.
Entdo sao equivalentes as seguintes afirmacoes:
(i) o éum equilibrio de Nash em estratégias mistas.
(ii) Paratodo jogador i e para toda estratégia pura s; € §;,

Se 0;(s;) >0 entdo Eu;(0;,0_;) = Eu;(s;,0-;)

Se 0;(s;) =0 entdo Eu;(o;,0_;) = Eu;(s;,0-;)
(iii) Paratodo jogador i e para toda estratégia pura s; € §;,

Eu;(0j,0_;) = Eu;(si,0_;)
Demonstragao: Mostremos que (i) = (ii) = (iii) = (i)
(i) = (ii): Por definicdo, Eu;(0;,0_;) = Eu;(s;,0_;),Vs; € S;
Portanto, resta apenas provar que se d;(s;) > 0, ndo podemos ter desigualdade estrita
Suponha, por absurdo, que Eu;(o;,0_;) > Eu;(s;, 0_;) para algum s; tal que g;(s;) > 0
Entdo necessariamente haveria s; € S; tal que: g;(s;) > 0 e Eu;(s;,0_;) > Eu;(s;,0_;)
Mas estdo defina a estratégia mista g; por:
g/ (s;) = 0; a/(s;) = 0i(s;) + 0i(s;); 0{(s;") = 0;(s{"),Vs;" # s;,8;
satisfaz:
Eu(o;,0-;) > Eu;(0;,0_;)

Contradicao

Apresentagéio 03, Lamina 19.de 51 |
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2.3. Estrategias mistas e existéncia de Equilibrio de Nash
2.3.1. Estratégias mistas: Definicao e exemplos

Resposta 5: ENM

Proposicao. Caracterizacao de Equilibrios de Nash em estratégias mistas.

SejaJ = (N, (S;)ien, () ;en) um jogo finito na forma normal. Entdo sdo equivalentes as
seguintes afirmacoes:

(i) o é um equilibrio de Nash em estratégias mistas.

(ii) Paratodo jogador i e para toda estratégia pura s; € S;,
Se 0;(s;) >0 entdo Eu;(o;,0_;) = Eu;(s;,0_;)
Se g;(s;) =0 entdo Eu;(o;,0_;) = Eu;(s;,0_;)

(iii) Paratodo jogador i e para toda estratégia pura s; € S;,
Ew;(0;,0_;) = Ew;(s;, 0_;)

Demonstrag¢ao: Mostremos que (i) = (ii) = (iii) = (i)
(i) = (ii): OK

(ii) = (iii): imediato

(iii) = (i): imediato

Observagdo. Em particular, para todos s;, s; € S;, 0 ENM,
se 0i(s;)o;(s;) >0 entdo Eu;(s;,0_;) = Eu;(s;,0_;)

Apresentagdio 03, Lamina20de 51
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3. Estrategias mistas e existéncia de Equilibrio de Nash
2.3.1. Estratégias mistas: Definicao e exemplos

Defini¢ao: Seja J = (N, (S;)ien, (U;);en) um jogo finito na forma normal com |N| = n.

A partir de J, pode-se definir o jogo AJ = (N; 4S; Eu,i = 1,...,n), em que:

AS; é o conjunto de todas as distribuicdes de probabilidades sobre o conjunto §;

Portanto, uma estratégia mista do jogo J nada mais é que uma estratégia pura do jogo

4.
Equilibrio de Nash para estratégias mistas:

Um perfil de estratégias ¢* = (07, ...,0,)€4Sx ...x AS_é um equilibrio de Nash em
estratégias mistas (ENM) se e somente se, para cada jogador i,

Eu;(0*) = Eu;(a],0";) = Eu;(0;,02;), Vo; € AS;
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trategias mistas e existéncia de Equilibrio de Nash
2.3.2. Existéncia de Equilibrio de Nash

Diagrama de Venn

Dominancia

ENM?

Universo de todos os jogos (finitos)
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strategias mistas e existéncia de Equilibrio de Nash
2.3.2. Existéncia de Equilibrio de Nash

Defini¢do-Sejam A, BCR* e seja ¢ (B) = 2P o conjunto dos subconjuntos de B.
(i) Uma aplicagdo f: A— @ (B) é chamada uma correspondéncia de A em B.

(ii) O grdfico da correspondéncia f é dado pelo conjunto:

Graf(f) = {(x,y) | xe A, y< f(x)}

(xllll)

v

x’ I’ nr |IIII A
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. Estrategias mistas e existéncia de Equilibrio de Nash
2.3.2. Existéncia de Equilibrio de Nash

Defini¢do-Sejam A, BCR* e seja ¢ (B) = 2P o conjunto dos subconjuntos de B.
(i) Uma aplicagdo f: A— @ (B) é chamada uma correspondéncia de A em B.

(ii) O grdfico da correspondéncia f é dado pelo conjunto:

Graf(f) = {(x,y) | xe A, y< f(x)}

Exemplo-Toda funcdo g: A—B pode ser vista como um caso particular de uma
correspondéncia de A em B, f;, definida por f;(a) = {g(a)}.

v

x’ I’ nr |IIII A
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. Estrategias mistas e existéncia de Equilibrio de Nash
2.3.2. Existéncia de Equilibrio de Nash

Definigdo-Sejam A, BCR* e seja ¢ (B) = 2P o conjunto dos subconjuntos de B.
(i) Uma aplicagao f: A— @ (B) é chamada uma correspondéncia de A em B.
(ii) O grdfico da correspondéncia f é dado pelo conjunto:
Graf(f) = {(x,y) | xe 4,y€ f(x)}.
(iii) O grafico de f é dito fechado se:
Quaisquer que sejam as sequéncias {a"} em A e {b"} em B, tais que:
vn, b"e f(a"),
se a™ converge para a e b™ converge para b,

entdoacA e bef(a).



Estrategias mistas e existéncia de Equilibrio de Nash
2.3.2. Existéncia de Equilibrio de Nash

Definigdo-Sejam A, BCR* e seja ¢ (B) = 2P o conjunto dos subconjuntos de B.

(iii) O grafico de f é dito fechado se quaisquer que sejam as sequéncias {a"} em A
e {b"} em B, tais que Vn, b"e f(a"),

se a" converge para a e b™ converge para b, entdioacA ebef(a).
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2.3. Estrategias mistas e existéncia de Equilibrio de Nash
2.3.2. Existéncia de Equilibrio de Nash

Defini¢do-Sejam A, BCR* e seja @ (B) = 2% o conjunto dos subconjuntos de B.

(i) Uma aplicagao f: A— @ (B) é chamada uma correspondéncia de A em B.

(ii) O grdfico da correspondéncia f é dado pelo conjunto:

Graf(f) = {(x,¥) | xe 4,ye f(x)}.

(iii) O grafico de f é dito fechado se quaisquer que sejam as sequéncias
{a"} em A e {b™} em B, tais que Vn, b"e f(a"),

se @™ converge para a e b™ converge para b, entdoacA e bef(a).

Exemplo-Toda fungdo g: A—>B pode ser vista como um caso particular de uma
correspondéncia de A em B, f,, definida por f;(a) = {g(a)}.

Nesse caso, o grafico de fg é fechado se e somente se:

A é um subconjunto fechado de R* e g é continua.

Apresentagdio 03, Lamina 28de 51
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tegias mistas e existéncia de Equilibrio de Nash
2.3.2. Existéncia de Equilibrio de Nash

Exemplo- f{x)=2x.
Exemplo-Seja f- R, — ¢ (R) definida por f{x)=[—x, x]. Entdo o gréfico de f é fechado e pode ser representado pela
figura abaixo.

B=R| e

v




tegias mistas e existéncia de Equilibrio de Nash
2.3.2. Existéncia de Equilibrio de Nash

Exemplo- f{x)=2x.
Exemplo-Seja f- R, —> ¢ (R) definida por f{x)=(—x, x),
entdo o grafico de f ndo é mais fechado.

LA 1
B=R , ¥, an=s+35|1—=
//,, n 3 3 < n)
Pl s et g 1
=
e b,=1-——
/,/, ,, n
DO AT
X E 1 g A — R+
3
—x ______
¥ =

Mauricio Soares Bugarin Teoria dos Jogos



2.3. Estrategias mistas e existéncia de Equilibrio de Nash
2.3.2. Existéncia de Equilibrio de Nash

Exemplo-Considere um consumidor que possui uma renda I a ser usada na aquisicdo
dosbens 1, 2, ..., m.

Seja x = (x4, ..., X)) € R uma cesta genérica desses bens.

Se p = (pq,...,Pm) € R, for o vetor de precos de mercado dos bens na
economia, entdao pode-se definir:

B(p) =x €RY | p.x <1}

O conjunto B(p) é chamado conjunto orgamentario associado ao vetor de precos p e
representa todas as cestas que o consumidor pode comprar, dada sua renda, se os
precos de mercado forem dados por p.

Assim, B define uma correspondéncia de RY% em R, que é chamada de
correspondéncia orcamentadria.

Mauricio Soares Bugarin Teoria dos Jogos



2.3. Estrategias mistas e existéncia de Equilibrio de Nash
2.3.2. Existéncia de Equilibrio de Nash

Exemplo-Considere um consumidor que possui uma renda [ a ser usada na aquisicdo
dos bens 1, 2, ..., m. Seja x = (x4, ...,X;,) € RY* uma cesta genérica desses bens.
Se p = (pg,...,pm) € RTY. for o vetor de precos de mercado dos bens na
economia, entio B(p) = {x e R* | p.x < I}

B(p) é o conjunto orcamentario e B define uma correspondéncia de R}, em R,
gue é chamada de correspondéncia orcamentaria.

Por exemplo,sem =1 ep > 0, entao:

: Riy = (Ryy)
B(p) = [0’5] e B: e [O'il
p

17T . . I
Denote por A [O, ;] o intervalo em R determinado pelos pontos 0 e;

entao,
Riy = (Ryy)

B: I
p

Mauricio Soares Bugarin Teoria dos Jogos



2.3. Estrategias mistas e existéncia de Equilibrio de Nash
2.3.2. Existéncia de Equilibrio de Nash

Exemplo-Considere um consumidor que possui uma renda [ a ser usada na
aquisicdo dos bens 1, 2, ..., m. Seja x = (x4, ...,X;) € RY* uma cesta genérica
desses bens. Se p = (py, ..., Pm) € RYY for o vetor de precos de mercado dos
bens na economia, entdo B(p) = {x E R* | p.x < I}

Ryy = 9(Ryy)

Por exemplo,sem =1ep > 0, B: LR [O,%]

Sem = 2,epy,py; >0, entdo B(py,py) = {x = (01, %) p1X1 + po2x, < I}, que é 0
triangulo em R? determinado pelos pontos (0,0), (O, L) ; (L, O).
p P2

1

Denote esse tridngulo em R? por A l(0,0), (O, pi) , (piz, O)]

1

Entao,
R:: — (R34
B: I I
p~A[(0,0),{0—],|—,0
P1 P2
Mauricio Soares Bugarin Teoria dos Jogos A_




2.3. Estrategias mistas e existéncia de Equilibrio de Nash
2.3.2. Existéncia de Equilibrio de Nash

Exemplo-Considere um consumidor que possui uma renda I a ser usada na

aquisicdo dos bens 1, 2, ..., m. Seja x = (xq,...,x;) € RI* uma cesta genérica
desses bens. Se p = (py, ..., Pm) € RYY for o vetor de precos de mercado dos
bens na economia, entdo B(p) = {x e R* | p.x < I}

Ryy = O(Riy) . R%; = p(R%)
seafod P alon(02).(2.)

1 2

B:

Sem = 3, epq,pr 3 > 0, entao
B(p1,p2,03) = {x = (x1,x2,x3)| D1X1 + P2X3 + p3x3 < I}
I I I Yaay
Denote por A l(0,0,0), (Z' 0,0) s (O'Z' 0) ; (0, 0, p_s)] a piramide
triangular em R3 determinada pelos quatro pontos acima.

Entao,

Ri: — p(R3Y)
B: I I I
p H A (OIOJO)I _I O)O ) O) _l O ) Ol OI_
P1 P2 P3
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Estrategias mistas e existéncia de Equilibrio de Nash
2.3.2. Existéncia de Equilibrio de Nash

Teorema (lema)-Teorema do Ponto Fixo de Kakutani.

Seja ACR" n3o vazio, convexo e compacto e seja f: A— (4) uma
correspondéncia. Suponha que:

(i) Para todo a€A, f{a) é um subconjunto ndo-vazio e convexo de 4.
(ii) O grafico de f é fechado.
Entdo existe z€ A tal que zef(2).

O ponto z é chamado um ponto fixo da correspondéncia f.



Estrategias mistas e existéncia de Equilibrio de Nash
2.3.2. Existéncia de Equilibrio de Nash

Teorema (lema)-Teorema do Ponto Fixo de Kakutani.

Seja ACR" n3o vazio, convexo e compacto e seja f: A—> §(A) uma correspondéncia. Suponha que:

(i) Para todo a€A, f(a) é um subconjunto ndo-vazio e convexo de A.
(i) O grafico de f é fechado.

Entdo existe z€ A4 tal que z€f(z). O ponto z é um ponto fixo da correspondéncia f.

f(xllll)

v

X X xll xlII A|/’.IIII A
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Estrategias mistas e existéncia de Equilibrio de Nash
2.3.2. Existéncia de Equilibrio de Nash

Teorema (lema)-Teorema do Ponto Fixo de Kakutani. Quadro

Observacao-Em geral, um ponto z€A ¢é chamado um ponto fixo de uma
correspondéncia A— g (A) se z € f(z)

Exemplo-No exemplo anterior, f(x)=[—x, x]. BN o
Todo ponto xe R, é um ponto fixo de f.
E se f(x)=[—x/2, x/2]?

E se f(x)=[x—1, 1—x,], x€[0,1]?

Mauricio Soares Bugarin Teoria dos Jogos



2.3. Estrategias mistas e existéncia de Equilibrio de Nash
2.3.2. Existéncia de Equilibrio de Nash

Teorema (lema)-Teorema do Ponto Fixo de Kakutani. Quadro

Seja ACR" ndo vazio, convexo e compacto e seja f. A—>(A) uma
correspondéncia. Suponha que:

(i) Para todo a€A, fla) é um subconjunto ndo-vazio e convexo de 4.
(ii) O grafico de f é fechado.
Entdo existe zeA4 tal que zef(z).

O ponto z é chamado um ponto fixo da correspondéncia f.

Exemplo-No caso particular em que f é uma fungdo, um ponto fixo é um ponto zeA4
tal que f(z)=z.

Se A=[a, b] e f: A— A, entdo o conhecido Teorema do Valor Intermedidrio pode ser
visto como um caso particular do Teorema de Kakutani.

Apresentagéio 03, Lamina 38.de 51 |
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trategias mistas e existéncia de Equilibrio de Nash
2.3.2. Existéncia de Equilibrio de Nash

Aparte: Concavidade e quase-concavidade.

Seja ACR™ n&o vazio e convexo e e seja f: A—R uma funcgdo.

(1) f éconcavase: Vx,yeA,Vae|0,1],
flax + (1= a)y) 2af(x) + (1 - a) f(¥)

(i1) f é quase-céncava se: Vx,yeA, se f(x) = f(y) entao,Vae|[0,1],
flax + (1 —a)y) 2f ()

Mauricio Soares Bugarin Teoria dos Jogos




2.3. Estrategias mistas e existéncia de Equilibrio de Nash
2.3.2. Existéncia de Equilibrio de Nash

Aparte: Concavidade e quase-concavidade.

Seja ACR" n3o vazio e convexo e e seja f: A—R uma funcio.
(i) f éconcavase: Vx, yeA, Vaec[0,1], flax+(1-a)y) =af(x)+(1-a) fly)

(ii) f é quase-cbncava se: Vx, yeA, se f(x) > f(y) entao,Vae[0,1], flax+(1-a)y) >fly)

Observagao: Toda funcdo concava é, naturalmente, quase-concava, mas a volta ndo
é verdadeira.

Por exemplo, toda funcdao monotbnica é gquase-cOncava, mas uma funcao
estritamente convexa estritamente crescente ndo é cbncava: A = R+,f(x) = 2%

Portanto, o conceito de quase-concavidade é menos demandante/exigente que o
conceito de concavidade.

Mauricio Soares Bugarin Teoria dos Jogos



strategias mistas e existéncia de Equilibrio de Nash
2.3.2. Existéncia de Equilibrio de Nash
Aparte: Concavidade e quase-concavidade.
Seja ACR" ndo vazio e convexo e e seja f- A—>R uma funcio.

(1) f éconcavase: Vx, yed, Vae[0,1], Aax+(1—a)y) Z2af(x)+(1—a) Ay)
(i1) f é quase-concava se: Vx, yeA, se fix) = f(y) entdao,Vae[0,1], Aox+(1—a)y) 2f(y)

Exemplo-Toda funcao linear € cOncava e quase-cOncava, mas nao é estritamente
concava. Outros exemplos no quadro.

Mauricio Soares Bugarin Teoria dos Jogos




2.3. Estrategias mistas e existéncia de Equilibrio de Nash
2.3.2. Existéncia de Equilibrio de Nash

Aparte: Concavidade e quase-concavidade.

Seja ACR" ndo vazio e convexo e e seja f: A—R uma funcio.
(1) f écodncavase: Vx, yed, Vae[0,1], Aax+(1—a)y) 2af(x)+(1—a) fy)
(1) f é quase-céncava se: Vx, ye€A, se f{x) = f(y) entdo,Vae[0,1], fax+(1—a)y) 2Ay)

Exemplo-Utilidade esperada.

1 S11| a11,b11 12, b12

S12 | Qz1,b21 A2, by

(((71 (511), 01 (512)); (02 (521), 07 (522)))

u1(0y1,07) = 04(511)02(521)a11 + 01(511)02(S22)a12 + 01(512)02(521)a21 + 01(512)02(S22) a2

u(ao; + (1 —a)oy,0;) =
(aoy + (1 — @)o1)(511)02(521)aq1 + (@oy + (1 — @)a1)(511)02(522) a4
+(ao; + (1 — a)o1)(512)02(521)a21 + (@01 + (1 — @)o1)(512)02(S22)az; =
a(01(511)02(521)a11 + 01(511)02(522) 12 + 01(512)02(S21)a21 + 01(512)02(S22)az;) +
(1 — a)(01(511)02(521)a11 + 01(511)02(S22) 12 + 01(512)02(521)Az1 + 01(512)02(522)a27)
= au,(04,07) + (1 — a)uy (07, 03,)

Mauricio Soares Bugarin Teoria dos Jogos
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Kak";a"i-A(if)’?” o vazio, o or COMmPacto: e/ eégias mistas e existéncia de Equilibrio de Nash
—> uma correspondaencia. . ~ . TV .
o 2.3.2. Existéncia de Equilibrio de Nash

(i) Para todo acA, fla)cA ndo-vazio e convexo.
(ii) O grafico de f* é fechado.

Entdo existe z€ A4 tal que zef(2).

Teorema (Lema)-Existéncia de Equilibrio de Nash.
SejaJ=(n; S,,..., S,; Uy,..., u,) um jogo na forma normal tal que:

(i) Para todo jogador i, S. € um subconjunto ndo-vazio, convexo e compacto de algum
espaco euclidiano (subespaco vetorial de R").

(ii) Para todo jogador i, u; € uma fungdo continua em s=(s,, ..., s,) e quase-concava em
S..

Entao existe pelo menos um equilibrio de Nash no jogo J.
Demonstragao. Defina, para cada i=1,..., n, a correspondéncia melhor resposta:

MR: S .— (S)

s . MR(s_)=argmax u{s, s )={s.€ S. [ uls, s )= udr, s ), VreS}.

Entao:
(i) MR(s ) é ndo-vazio.
Como S, € compacto e u, é continua em s, entdo para todo s €S , MR(s ) é ndo-
vazio.

Mauricio Soares Bugarin Teoria dos Jogos Apresentacgao 03,_



Kak";a"i-A(if)’?” o vazio, o or COMmPacto: e/ eégias mistas e existéncia de Equilibrio de Nash
—> uma correspondaencia. . ~ . TV .
o 2.3.2. Existéncia de Equilibrio de Nash

(i) Para todo acA, fla)cA nao-vazio e convexo.
(ii) O grafico de f* é fechado.

Entdo existe z€ A4 tal que zef(2).

Teorema (Lema)-Existéncia de Equilibrio de Nash.
SejaJ=(n; S,,..., S

(i) Para todo jogador i, S. € um subconjunto ndo-vazio, convexo e compacto de algum espaco
euclidiano.

Uy,..., U,) um jogo na forma normal tal que:

n’

(ii) Para todo jogado /, u; € uma funcdo continua em s=(s,, ..., s,) € quase-céncava em s..
Entdo existe pelo menos um equilibrio de Nash no jogo J.

Demonstragao. Defina, para cada i=1,..., n, a correspondéncia melhor resposta:
MR.: Si—> p(S)

s . MR(s_)=argmax ufs, s )={s.€ S, [ uls, s )= u{r, s ), VreS}.

Entao:

(i) MR (s_,) e ndo-vazio.

(ii) MR(s_.) € um conjunto convexo.

Como u, € quase-concavaem s, Vs, s'eS, Vael[0,1],

s,s'e MR(s_) = uls,s )z uls/,s )= ulas +(1-a)s',s )= ufs', s )=

as. + (1-a)s! € MR(s_), Vs .S .. Assim, MR (s ) € um conjunto convexo.

Mauricio Soares Bugarin Teoria dos Jogos Apresentacgao 03_



Kakutani. ACR" ndo vazio, convexo, compacto; e 7 A— p(A) stas e existéncia de EC]UIll'brIO de Nash
uma correspondéncia. TR . R
2.3.2. Existéncia de Equilibrio de Nash

(i) Para todo acA, fla)cA nédo-vazio e convexo.

(ii) O grafico de f* é fechado. Entao existe ze 4 tal que zef(2).
Teorema (Lema)-Existéncia de Equilibrio de Nash.
SejaJ=(n; S,,..., S

(i) Para todo jogador i, S; € um subconjunto nao-vazio, convexo e compacto de algum espaco euclidiano.

3 Ug,..., U) um jogo na forma normal tal que:
(ii) Para todo jogado i, u; € uma fungdo continua em s=(s, ..., s,) e quase-cbncava em s..
Entdo existe pelo menos um equilibrio de Nash no jogo J.
Demonstrag¢ao. Defina, para cada i=1,..., n, a correspondéncia melhor resposta:
MR: S .— (S) s_.+— MR(s_)=argmax ufs, s )={s.€ S, [ u(s, s )= u{r, s ), VreS}.

(i) MR (s ) € ndo-vazio.  (ii) MR(s_,) € um conjunto convexo.
(iii) O grafico de MR, e fechado.
Sejas_,uma sequéncia em S _; e, para cada k, sejas, € MR(s_ ), taisques_ ,—>s ;es, — s,
Como S; e S_; sao conjuntos compactos s,€5,e s €S .

Z . = ’ '
Além disso, por construcdo, para cada k, ufs;,, s_; )= ufs/, s_; ), V s/ €S,
Como u; é continua em S, tomando o limite quando k—+ temos:
ufs,s Jzuls',s ), Vs'eS = seMR(s_).

Logo, o grafico de MR, é fechado.
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Kak";a"i-A(if” o vazio, o or COMmPacto: e/ eégias mistas e existéncia de Equilibrio de Nash
—> uma correspondaencia. . ~ . TV .
o 2.3.2. Existéncia de Equilibrio de Nash

(i) Para todo acA, fla)cA nao-vazio e convexo.
(ii) O grafico de f* é fechado.

Entdo existe z€ A4 tal que zef(2).

Teorema (Lema)-Existéncia de Equilibrio de Nash.
SejaJ=(n; S,,..., S,; Uy,..., u,) um jogo na forma normal tal que:

(i) Para todo jogador i, S; € um subconjunto ndo-vazio, convexo e compacto de algum
espaco euclidiano.

(ii) Para todo jogado i, u; € uma fun¢do continua em s=(s,, ..., s,) € quase-concava em s..
Demonstragdo. MR: S .— ¢ (S))
s MR(s_)
(iv) Defina agora MR: S— (S) por MR(s)=MR(s_,)x..x MR (s_).
Entdao, MR satisfaz as condi¢cdes do teorema de Kakutani.
Assim, existe s=(s,,..., s,) €S tal que s.e MR(s ), para todo i=1,..., n.

Logo s € um equilibrio de Nash do jogo.
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. Estrategias mistas e existéncia de Equilibrio de Nash
2.3.2. Existéncia de Equilibrio de Nash

Teorema (Lema)-Existéncia de Equilibrio de Nash.
SejaJ=(n; S,,..., S,; Uy,..., u,) um jogo na forma normal tal que:

(i) Para todo jogador i, S; € um subconjunto ndo-vazio, convexo e compacto de
algum espaco euclidiano.

(ii) Para todo jogado i, u; € uma fun¢do continua em s=(s,, ..., s,) € quase-concava
ems..

Entdo existe pelo menos um equilibrio de Nash no jogo J.

Exemplos.

Cournot, Bertrand com produtos nao homogéneos



2.3. Estrategias mistas e existéncia de Equilibrio de Nash
2.3.2. Existéncia de Equilibrio de Nash

Teorema (Lema)-Existéncia de Equilibrio de Nash.

Seja J=(n; S,,..., S,; u,,..., u,) um jogo na forma normal tal que:

(i) Para todo jogador i, S; € um subconjunto ndo-vazio, convexo e compacto de algum espaco euclidiano.
(if) Para todo jogado /, u; € uma fungdo continua em s=(s,, ..., S,) € quase-concava em s..

Entao existe pelo menos um equilibrio de Nash no jogo J.
Teorema-Existéncia de Equilibrio de Nash (Nash 1950).

Seja J=(n; S,,..., S,; Uy,..., u,) um jogo na forma normal onde cada jogador possui
um numero finito de estratégias.

Entdo J possui pelo menos um equilibrio de Nash em estratégias mistas.

Demonstragao. Basta considerar o jogo associado A/=(n; 4S,,...,4S ; Eu,,...,.Eu.) e observar
que:

os simplexos A4S, satisfazem as condigdes (i) do teorema anterior

e as funcbes de utilidade esperada Eu, sdo lineares, e portanto continuas e quase-
concavas, em seus argumentos.
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Diagrama de Venn

rategias mistas e existéncia de Equilibrio de Nash
2.3.2. Existéncia de Equilibrio de Nash

ENM

Universo de todos os jogos (finitos)

Dominancia
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2.3. Estrategias mistas e existéncia de Equilibrio de Nash
2.3.2. Existéncia de Equilibrio de Nash

Observacgao.

Em geral, nUmero impar de EM(M), exceto em casos degenerados (de medida zero).

Wilson, Robert. 1971. “Computing Equilibria of N-Person Games.” SIAM Journal on
Applied Mathematics 21 (1): 80-87.

Harsanyi, John C. 1973. “Oddness of the Number of Equilibrium Points: A New
Proof.” International Journal of Game Theory 2: 235-250

Nash, John F. “Non-Cooperative Games.” Annals of Mathematics 54, no. 2 (1951): 286—
295.

Nash, John F. “Equilibrium Points in n-Person Games.” Proceedings of the National
Academy of Sciences 36, no. 1 (1950): 48—-49.

Nash, John F. “The Bargaining Problem.” Econometrica 18, no. 2 (1950): 155-162.
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https://irving.vassar.edu/faculty/gj/FTU/io/literature/Nash51.pdf
https://irving.vassar.edu/faculty/gj/FTU/io/literature/Nash51.pdf
https://advan-kt.com/nobel/2.pdf
https://advan-kt.com/nobel/2.pdf
https://advan-kt.com/nobel/2.pdf
https://advan-kt.com/nobel/2.pdf
https://rasmusen.org/GI/reader/12a.nash.bargaining.1950.pdf
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  𝒥 =  ( N ,    (  S i )  i ∈ N ,    (  u i )  i ∈ N )  


  :   |  S i | = n i ,   i = 1 , … ,   n


  i


  S i


  𝜎 i :    S i → [ 0 ,   1 ]


   k 𝜎 i ( s i k )   =   1


            s i k      𝜎 i ( s i k )


  𝜎  ( 𝜎 1 , … , 𝜎 n )  


  i ,   i = 1 , … ,   n


  𝒥 =  ( N ,    (  S i )  i ∈ N ,    (  u i )  i ∈ N )  


  𝜎  ( 𝜎 1 , … , 𝜎 n )  


  i  


  𝜎


   U i  ( 𝜎 ) = E  u i  ( 𝜎 ) = ∑  𝜎 1  (  s 1 )  𝜎 2 (  s 2 ) ⋯  𝜎 n  (  s n ) ×  u i (  s 1 ,  s 2 , … ,  s n )


  s = ( s 1 ,  ,   s n ) .  


  𝜎 1 ( s 1 ) … 𝜎 n ( s n )  


  s  


  u i ( s 1 , … , s n )  


  i


  E u i ( 𝜎 )


  i


  j  


  𝜎 j ,   j = 1 , … ,   n


  𝜎   𝜎  ,   𝜎     (  (  1 4 ,  3 4 )     (  2 3 ,  1 3 ) )


                                        =  (  (  1 4 ) P +  (  3 4 ) I ,    (  2 3 ) p +  (  1 3 ) i )


  E  u 1 ( 𝜎 ) =  (  1 4 )  (  2 3 ) 1   +  (  1 4 )  (  1 3 )  (  1 ) +  (  3 4 )  (  2 3 )  (  1 ) +  (  3 4 )  (  1 3 ) 1   =   1 / 12    3 / 12   =     1 6


  E  u 2 ( 𝜎 ) =  (  1 4 )  (  2 3 )  (  1 ) +  (  1 4 )  (  1 3 ) 1   +  (  3 4 )  (  2 3 ) 1   +  (  3 4 )  (  1 3 )  (  1 ) =     1 12 +  3 12 =  1 6


  𝜎  ( 𝛼 P E   + 𝛽 P A   + 𝛾 T E ,   𝜆 p e   + 𝜇 p a   + 𝜈 t e ) = ( ( 𝛼 ,   𝛽 , 𝛾 ) ,   ( 𝜆 , 𝜇 , 𝜈 ) )


  𝛼 +   𝛽 + 𝛾 = 𝜆 + 𝜇 + 𝜈 = 1


  𝜎 = ( 0 ,   1 / 2 ,   1 / 2 ) ,    =  (  1 3 ,   0 ,  2 3 )


  E  u 1 ( 𝜎 , 𝜇 ) =    (  1 2 )  (  1 3 ) 1   +  (  1 2 )  (  2 3 )  (  1 ) +  (  1 2 )  (  1 3 )  (  1 ) +  (  1 2 )  (  2 3 ) 0   =     1 3


  E  u 2  ( 𝜎 , 𝜇 ) =    (  1 2 )  (  1 3 )  (  1 ) +  (  1 2 )  (  2 3 ) 1   +  (  1 2 )  (  1 3 ) 1   +  (  1 2 )  (  2 3 ) 0   =  1 3


  𝒥 =  ( N ,    (  S i )  i ∈ N ,    (  u i )  i ∈ N )  


  𝒥


  𝛥 𝒥 = ( n ; 𝛥 S i ;   E u i ,   i = 1 ,  ,   n )


  𝛥 S i


   S i


  𝛥 𝒥


  𝛥 𝒥


   𝜎 ∗ =  (  𝜎 1 ∗ , … ,  𝜎 n ∗ )  𝛥 S 1  …    𝛥 S n  


  E  u i  (  𝜎 ∗ ) ≥ E  u i  (  𝜎 i ,  𝜎  − i ∗ ) ,       ∀  𝜎 i ∈ 𝛥  S i


   { 𝜆 }


   { 1 − 𝜆 }


   { 𝜇 }


   { 1 − 𝜇 }


    U E 1  ( D | 𝜇 ) = 0 𝜇 + 10  ( 1 − 𝜇 ) = 10 − 10 𝜇


    U E 1  ( M | 𝜇 ) = 50 𝜇 − 100  ( 1 − 𝜇 ) = 150 𝜇 − 100


  D  ≻ 1 M         ⟺ 10 − 10 𝜇 > 150 𝜇 − 100


  ⟺ 110 > 160 𝜇 ⟺ 𝜇 <  11 16


    U E 2  ( d | 𝜆 ) = 0 𝜆 + 10  ( 1 − 𝜆 ) = 10 − 10 𝜆


    U E 2  ( m | 𝜆 ) = 50 𝜆 − 100  ( 1 − 𝜆 ) = 150 𝜆 − 100


  d  ≻ 2 m ⟺ 10 − 10 𝜆 > 150 𝜆 − 100 ⟺ 110 > 160 𝜆 ⟺ 𝜆 <  11 16


  𝜆  


  𝜇  


  𝜆  


  𝜇


  𝜆  


  𝜇


  𝜆  


  𝜇  


  𝜆  


  𝜇


  𝜆  


  𝜇


  ( M , m )


     (  5 16 ) 2 ≅ 0 , 098


  0 < 𝜖 < 1


    U E 1  ( B | 𝜇 ) =  ( 3 + 𝜖 ) 𝜇 +  ( 1 + 𝜖 )  ( 1 − 𝜇 ) = 2 𝜇 + 1 + 𝜖


    U E 1  ( S | 𝜇 ) = 0 𝜇 + 2  ( 1 − 𝜇 ) = 2 − 2 𝜇


  B  ≻ 1 S ⟺ 2 𝜇 + 1 + 𝜖 > 2 − 2 𝜇 ⟺ 4 𝜇 > 1 − 𝜖 ⟺ 𝜇 >   1 − 𝜖 4


  𝜇 >   1 − 𝜖 4  


  𝜇 =   1 − 𝜖 4


  𝜇 <   1 − 𝜖 4


    U E 2  ( b | 𝜆 ) = 2 𝜆 + 0  ( 1 − 𝜆 ) = 2 𝜆


    U E 2  ( s | 𝜆 ) = 𝜆 + 3  ( 1 − 𝜆 ) = 3 − 2 𝜆


  b  ≻ 2 s ⟺ 2 𝜆 > 3 − 2 𝜆 ⟺ 4 𝜆 > 3 ⟺ 𝜆 >  3 4


  𝜆 >  3 4


  𝜇  


  𝜆 =  3 4


  𝜇


  𝜆 <  3 4


  𝜇


  3 + 𝜖 ,   2


  1 + 𝜖 ,   1


  0 ,   0


  2 ,   3


  𝜇 >   1 − 𝜖 4  


  𝜇 =   1 − 𝜖 4


  𝜇 <   1 − 𝜖 4


  𝜆 >  3 4


  𝜇  


  𝜆 =  3 4


  𝜇


  𝜆 <  3 4


  𝜇


    1 − 𝜖 4


  3 + 𝜖 ,   2


  1 + 𝜖 ,   1


  0 ,   0


  2 ,   3


   ( B , b )


   ( S , s )


   (  3 4 B +  1 4 S ,   1 − 𝜖 4 b +   3 + 𝜖 4 s )


  0 < 𝜖 < 1


   ( B , b )


   ( S , s )


   (  3 4 B +  1 4 S ,   1 − 𝜖 4 b +   3 + 𝜖 4 s )


  𝜖 = 0


   (  3 4 B +  1 4 S ,  1 4 b +  3 4 s )


     (  3 4 ) 2 +    (  1 4 ) 2 =  10 16 = 0 , 625


  0 < 𝜖 < 1


    3  ( 3 + 𝜖 )   4 2 +   1 − 𝜖   4 2 =  10 16 +  𝜖 8 = 0 , 625 +  𝜖 2


  3 + 𝜖 ,   2


  1 + 𝜖 ,   1


  0 ,   0


  2 ,   3


   1 2  t 1 +  1 2  t 2 ≻  t 3


   s 1 ≻  s 2


   t 1 ≻  t 2


   (  s 1 ,  s 2 )


  a  ≻ 1 d


   1 2 a +  1 2 c  ≻ 1 b


  A  ≻ 2 C


   (  1 2 a +  1 2 c ,  1 2 A +  1 2 B   )


  J =  ( N ,    (  S i )  i ∈ N ,    (  u i )  i ∈ N )  


  𝜎


  i


   s i ∈  S i


   𝜎 i  (  s i ) > 0


  E  u i  (  𝜎 i ,  𝜎  − i ) = E  u i (  s i ,  𝜎  − i )


   𝜎 i  (  s i ) = 0


  E  u i  (  𝜎 i ,  𝜎  − i ) ≥ E  u i (  s i ,  𝜎  − i )


  i


   s i ∈  S i


  E  u i  (  𝜎 i ,  𝜎  − i ) ≥ E  u i (  s i ,  𝜎  − i )


  ⇒


  ⇒


  ⇒


  J =  ( N ,    (  S i )  i ∈ N ,    (  u i )  i ∈ N )  


  𝜎


  i


   s i ∈  S i


   𝜎 i  (  s i ) > 0


  E  u i  (  𝜎 i ,  𝜎  − i ) = E  u i (  s i ,  𝜎  − i )


   𝜎 i  (  s i ) = 0


  E  u i  (  𝜎 i ,  𝜎  − i ) ≥ E  u i (  s i ,  𝜎  − i )


  i


   s i ∈  S i


  E  u i  (  𝜎 i ,  𝜎  − i ) ≥ E  u i (  s i ,  𝜎  − i )


  ⇒


  ⇒


  ⇒


  ⇒


  E  u i  (  𝜎 i ,  𝜎  − i ) ≥ E  u i  (  s i ,  𝜎  − i ) ,   ∀  s i ∈  S i


   𝜎 i  (  s i ) > 0


  E  u i  (  𝜎 i ,  𝜎  − i ) > E  u i (  s i ,  𝜎  − i )


   s i


   𝜎 i  (  s i ) > 0


   s i ′ ∈  S i


   𝜎 i  (  s i ′ ) > 0


  E  u i  (  s i ′ ,  𝜎  − i ) > E  u i  (  s i ,  𝜎  − i )


   𝜎 i ′


   𝜎 i ′  (  s i ) = 0 ;    𝜎 i ′  (  s i ′ ) =  𝜎 i  (  s i ) +  𝜎 i  (  s i ′ )


   𝜎 i ′  (  s i  ′ ′ ) =  𝜎 i  (  s i  ′ ′ ) ,   ∀  s i  ′ ′ ≠  s i ,    s i ′


  E  u i  (  𝜎 i ′ ,  𝜎  − i ) > E  u i (  𝜎 i ,  𝜎  − i )


  J =  ( N ,    (  S i )  i ∈ N ,    (  u i )  i ∈ N )  


  𝜎


  i


   s i ∈  S i


   𝜎 i  (  s i ) > 0


  E  u i  (  𝜎 i ,  𝜎  − i ) = E  u i (  s i ,  𝜎  − i )


   𝜎 i  (  s i ) = 0


  E  u i  (  𝜎 i ,  𝜎  − i ) ≥ E  u i (  s i ,  𝜎  − i )


  i


   s i ∈  S i


  E  u i  (  𝜎 i ,  𝜎  − i ) ≥ E  u i (  s i ,  𝜎  − i )


  ⇒


  ⇒


  ⇒


  ⇒


  ⇒


  ⇒


   s i ,    s i ′ ∈  S i ,   𝜎


   𝜎 i  (  s i )  𝜎 i  (  s i ′ ) > 0


  E  u i  (  s i ,  𝜎  − i ) = E  u i (  s i ′ ,  𝜎  − i )


  𝒥 =  ( N ,    (  S i )  i ∈ N ,    (  u i )  i ∈ N )  


   | N | = n


  𝒥


  𝛥 𝒥 = ( N ; 𝛥 S i ;   E u i ,   i = 1 ,  ,   n )


  𝛥 S i


   S i


  𝛥 𝒥


   𝜎 ∗ =  (  𝜎 1 ∗ , … ,  𝜎 n ∗ )  𝛥 S 1  …    𝛥 S n  


  i


  E  u i  (  𝜎 ∗ ) = E  u i  (  𝜎 i ∗ ,  𝜎  − i ∗ ) ≥ E  u i  (  𝜎 i ,  𝜎  − i ∗ ) ,       ∀  𝜎 i ∈ 𝛥  S i


  A ,   B  R k


   ( B ) = 2 B  


  B


  f :   A   ( B )  


  A


  B


  f  


  ( f ) = { ( x , y )   |   x    A ,   y    f ( x ) }


  A


  B


   x ′


   x  ′ ′  


   x  ′ ′ ′  


  x


   x  ′ ′ ′ ′  


  f ( x )


  f ( x ′ )


  f ( x ′ ′ ′ ′ )


  A ,   B  R k


   ( B ) = 2 B  


  B


  f :   A   ( B )  


  A


  B


  f  


  ( f ) = { ( x , y )   |   x    A ,   y    f ( x ) }


  g :   A  B  


  A


  B


   f g


   f g ( a ) = { g ( a ) } .  


  A


  B


   x ′


   x  ′ ′  


   x  ′ ′ ′  


  x


   x  ′ ′ ′ ′  


  A ,   B  R k


   ( B ) = 2 B  


  B


  f :   A   ( B )  


  A


  B


  f  


  ( f ) = { ( x , y )   |   x    A ,   y    f ( x ) }


  f


  { a n }  


  A


  { b n }  


  B


   n ,     b n    f ( a n ) ,  


  a n


  a


  b n


  b


  a  A


  b  f ( a )


  A ,   B  R k


   ( B ) = 2 B  


  B


  f


  { a n }  


  A


  { b n }  


  B


   n ,   b n    f ( a n ) ,  


  a n


  a


  b n


  b


  a  A


  b  f ( a )


  A


  B


   a 2


   a 3


   a 4


   a 1


  a


  →


   b 1


   b 2


   b 3


   b 4


  ↑


  b


  f ( a )


  A ,   B  R k


   ( B ) = 2 B  


  B


  f :   A   ( B )  


  A


  B


  f  


  ( f ) = { ( x , y )   |   x    A ,   y    f ( x ) }


  f


  { a n }  


  A


  { b n }  


  B


   n ,   b n    f ( a n ) ,  


  a n


  a


  b n


  b


  a  A


  b  f ( a )


  g :   A  B  


  A


  B


   f g


   f g ( a ) = { g ( a ) } .  


  f g


  A


  R k


  g


  A =  R +


  B = R


  − x


  x


  x


  y = x


  y = − x


  A =  R +


  B = R


  − x


  x


   2 3


  y = x


  y = − x


  x


  1


  1


   a n =  2 3 +  1 3  ( 1 −  1 n )


   b n = 1 −  1 n


  I


  x =  (  x 1 , … ,  x m ) ∈  R + m


  p =  (  p 1 , … ,  p m ) ∈  R  + + m


  B  ( p ) =  { x ∈  R + m   |     p . x ≤ I }


  B  ( p )


  p


  p


  B


   R  + + m


   R + m ,


  I


  x =  (  x 1 , … ,  x m ) ∈  R + m


  p =  (  p 1 , … ,  p m ) ∈  R  + + m


  B  ( p ) =  { x ∈  R + m   |     p . x ≤ I }


  B  ( p )


  B


   R  + + m


   R + m ,


  m = 1


  p > 0


  B  ( p ) =  [ 0 ,  I p ]


  B :    {     R  + + →   ℘ ( R  + + )   p ↦  [ 0 ,  I p ]


  Δ  [ 0 ,  I p ]


  R


  0


   I p


  B :    {     R  + + →   ℘ ( R  + + )   p ↦ Δ  [ 0 ,  I p ]


  I


  x =  (  x 1 , … ,  x m ) ∈  R + m


  p =  (  p 1 , … ,  p m ) ∈  R  + + m


  B  ( p ) =  { x ∈  R + m   |     p . x ≤ I }


  m = 1


  p > 0


  B :    {     R  + + →   ℘ ( R  + + )   p ↦ Δ  [ 0 ,  1 p ]


  m = 2


   p 1 ,    p 2 > 0 ,


  B  (  p 1 ,  p 2 ) =  { x =  (  x 1 ,  x 2 ) |    p 1  x 1 +  p 2  x 2 ≤ I }


   R 2


   ( 0 , 0 ) ,    ( 0 ,  I   p 1 ) ,  (  I   p 2 ,   0 )


   R 2


  Δ  [  ( 0 , 0 ) ,  ( 0 ,  I   p 1 ) ,  (  I   p 2 ,   0 ) ]


  B :    {     R  + + 2 → ℘  (  R  + + 2 )                                                           p ↦ Δ  [  ( 0 , 0 ) ,  ( 0 ,  I   p 1 ) ,  (  I   p 2 ,   0 ) ]


  I


  x =  (  x 1 , … ,  x m ) ∈  R + m


  p =  (  p 1 , … ,  p m ) ∈  R  + + m


  B  ( p ) =  { x ∈  R + m   |     p . x ≤ I }


  B :    {     R  + + →   ℘ ( R  + + )   p ↦ Δ  [ 0 ,  1 p ]


  B :    {     R  + + 2 → ℘  (  R  + + 2 )                                                           p ↦ Δ  [  ( 0 , 0 ) ,  ( 0 ,  I   p 1 ) ,  (  1   p 2 ,   0 ) ]


  m = 3


   p 1 ,    p 2 ,  p 3 > 0 ,


  B  (  p 1 ,  p 2 ,  p 3 ) =  { x =  (  x 1 ,  x 2 ,  x 3 ) |    p 1  x 1 +  p 2  x 2 +  p 3  x 3 ≤ I }


  Δ  [  ( 0 , 0 , 0 ) ,  (  I   p 1 , 0 , 0 ) ,  ( 0 ,  I   p 2 , 0 ) ,  ( 0 ,   0 ,  I   p 3 ) ]


   R 3


  B :    {     R  + + 3 → ℘  (  R  + + 3 )                                                                                                                           p ↦ Δ  [  ( 0 , 0 , 0 ) ,  (  I   p 1 , 0 , 0 ) ,  ( 0 ,  I   p 2 , 0 ) ,  ( 0 ,   0 ,  I   p 3 ) ]


  A


  A


   x ′


   x  ′ ′  


   x  ′ ′ ′  


  x


   x  ′ ′ ′ ′  


  f ( x )


  f ( x ′ )


  f ( x ′ ′ ′ ′ )


  z ∈ A


  z ∈ f ( z )


  A  R n  


  f : A  R  


   x ,   y  A ,    𝛼  [ 0 , 1 ] ,


    f ( 𝛼 x + ( 1 − 𝛼 ) y )    𝛼 f ( x ) + ( 1 − 𝛼 )   f ( y )


   x ,   y  A


  f ( x )      f ( y )


   𝛼  [ 0 , 1 ] ,


    f ( 𝛼 x + ( 1 − 𝛼 ) y )    f ( y )


  A = R + ,   f ( x )   = x 2


   (  (  𝜎 1  (  s 11 ) ,    𝜎 1  (  s 12 ) ) ,  (  𝜎 2  (  s 21 ) ,    𝜎 2  (  s 22 ) ) )


   u 1  (  𝜎 1 ,  𝜎 2 ) =  𝜎 1  (  s 11 )  𝜎 2  (  s 21 )  a 11 +  𝜎 1  (  s 11 )  𝜎 2  (  s 22 )  a 12 +  𝜎 1  (  s 12 )  𝜎 2  (  s 21 )  a 21 +  𝜎 1  (  s 12 )  𝜎 2  (  s 22 )  a 22


   𝒖 𝟏  ( 𝜶  𝝈 𝟏 +  ( 𝟏 − 𝜶 )  𝝈 𝟏 ′ ,  𝝈 𝟐 ) =


   ( 𝛼  𝜎 1 +  ( 1 − 𝛼 )  𝜎 1 ′ )  (  s 11 )  𝜎 2  (  s 21 )  a 11 +  ( 𝛼  𝜎 1 +  ( 1 − 𝛼 )  𝜎 1 ′ )  (  s 11 )  𝜎 2  (  s 22 )  a 12


  +  ( 𝛼  𝜎 1 +  ( 1 − 𝛼 )  𝜎 1 ′ )  (  s 12 )  𝜎 2  (  s 21 )  a 21 +  ( 𝛼  𝜎 1 +  ( 1 − 𝛼 )  𝜎 1 ′ )  (  s 12 )  𝜎 2  (  s 22 )  a 22 =


  𝛼  (  𝜎 1  (  s 11 )  𝜎 2  (  s 21 )  a 11 +  𝜎 1  (  s 11 )  𝜎 2  (  s 22 )  a 12 +  𝜎 1  (  s 12 )  𝜎 2  (  s 21 )  a 21 +  𝜎 1  (  s 12 )  𝜎 2  (  s 22 )  a 22 ) +


  ( 1 − 𝛼 ) (  𝜎 1 ′  (  s 11 )  𝜎 2  (  s 21 )  a 11 +  𝜎 1 ′  (  s 11 )  𝜎 2  (  s 22 )  a 12 +  𝜎 1 ′  (  s 12 )  𝜎 2  (  s 21 )  a 21 +  𝜎 1 ′  (  s 12 )  𝜎 2  (  s 22 )  a 22 )


  = 𝜶  𝒖 𝟏  (  𝝈 𝟏 ,  𝝈 𝟐 ) +  ( 𝟏 − 𝜶 )  𝒖 𝟏  (  𝝈 𝟏 ′ ,  𝝈 𝟐 )


   s 21


   s 22


   s 11


   a 11 ,  b 11


   a 12 ,  b 12


   s 12


   a 21 ,  b 21


   a 22 ,  b 22

