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2.1. A Forma Normal e o Conceito de Equilibrio de Nash
2.1.3. Equilibrio de Nash

Definicao- Equilibrio de Nash

Seja J = (N, (S;)ien, (U;);en) um jogo na forma normal.

Um perfil de estratégias s* = (s;);en € chamado um equilibrio de Nash (EN) se para cada
jogador i = 1, ...,n, dadas as escolhas dos demais jogadores (s;),

o melhor que i pode fazer é escolher s;:
Vi EN, VSi’ S Si,ui(s*) = ui(si', Sii)

Observacao:
Nao ha arrependimento apds reveladas as estratégias dos demais jogadores.

Dizemos que cada jogador escolhne uma MELHOR RESPOSTA as estratégias dos
demais jogadores.
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Forma Normal e o Conceito de Equilibrio de Nash
2.1.3. Equilibrio de Nash

Diagrama de Venn Il

Dominéancia

Universo de todos os jogos (finitos)
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2.JEIC 2.2. Aplicacbes
2.2.1. Oligopolio de Cournot

2.2.1. Oligopodlio de Cournot

Equilibrio de Nash: x; = g; X ﬁ(A —c);. P = ﬁ(/l —c)+c¢; u(x) =xf

Observacao: Alterando n:

X(n) =—=(A—c); P(n)=—(A—c)+c
X(n)?
X(n) é uma sequéncia estritamente crescente convergente
lim X(n) =A—c

n—>oo
P(n)?
Como A > ¢, P(n) é uma sequéncia estritamente decrescente convergente
lim P(n) =c
n—oo

Que é o custo marginal de producao, i.e., concorréncia perfeita!
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2.JEIC 2.2. Aplicacbes
2.2.2. Oligopolio de Bertrand

Exemplo 2: Duopdlio de Bertrand

N = {1,2}: duopolistas
Demanda:
X=A-P se P<A
X=0 se P>A
Custo de producao:
ci(x;) = cx;
Competicdo via ANUNCIO DE PREGCOS
Estratégias distintas:
Anunciam simultaneamente o pre¢o que vao cobrar: p;,i = 1, 2.

Reac¢ao do mercado:

Compram de quem oferecer o menor pre¢o, se o mesmo, dividem o mercado
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2.JEIC 2.2. Aplicacbes
2.2.2. Oligopolio de Bertrand

Exemplo 2: Duopdlio de Bertrand J =N, (S)ien, W) ien)
N = {1,2}: duopolistas

Competicdo via ANUNCIO DE PRECOS
Demanda: X =A4—P

Custo de produgdo: c¢;(x;) = cx;

Estratégias: S; = [0, +0),i = 1,2

Utilidades:
(A=p)p1—c(A—p1) =(A—-p)(P1—0) se p1 <Pp2
Uy (p1,p2) =
Mauricio Soares Bugarin Teoria dos Jogos _




2.JEIC 2.2. Aplicacbes
2.2.2. Oligopolio de Bertrand

Exemplo 2: Duopdlio de Bertrand J =N, (S)ien, W) ien)
N = {1,2}: duopolistas

Competicdo via ANUNCIO DE PRECOS
Demanda: X =A4—P

Custo de produgdo: c¢;(x;) = cx;

Estratégias: S; = [0, +0),i = 1,2

Utilidades:
‘
(A—p)p1 —c(A—p1) = (A—-p)(P1—©) se p1 <p2
i 30 —
uq (p1,02) = 1 > 5 (p1 — 6) S€ P1 =D2
\
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2.JEIC 2.2. Aplicacbes
2.2.2. Oligopolio de Bertrand

Exemplo 2: Duopdlio de Bertrand J =N, (S)ien, W) ien)
N = {1,2}: duopolistas

Competicdo via ANUNCIO DE PRECOS
Demanda: X =A4—P

Custo de produgdo: c¢;(x;) = cx;

Estratégias: S; = [0, +0),i = 1,2

Utilidades:
‘
(A—p)p1 —c(A—p1) =(A—-p)(P1—0) se p1 <Pz
30 —
u1(P1; pZ) =3 5 i (p1 Ty 6) S€ P1 = P2
i 0 se p1>Dp2
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2.JEIC 2.2. Aplicacbes
2.2.2. Oligopolio de Bertrand

Exemplo 2: Duopdlio de Bertrand J =N, (S)ien, W) ien)
N = {1,2}: duopolistas

Competicdo via ANUNCIO DE PRECOS
Demanda: X =A—P
Custo de produgdo: c¢;(x;) = cx;

Estratégias: S; = [0, +0),i = 1,2
Utilidades:

r(1‘1 —p)(P1—c) se p; <p;

A o
uy(p1,p2) = 3 > b1 (p1—c) se p;=Dp;
3 0 se p; > Py
( 0 se p; <Pz

A-p
Uy (P1,P2) = 4 > Z(PZ—C) se p; =Dz

((A=p2)(z—¢c) se p;>p;




2.JEIC 2.2. Aplicacbes
2.2.2. Oligopalio de Bertrand

Exemplo 2: Duopodlio de Bertrand

Derivar???
Analisar casos!

Casol:p; <c V p, <c?

;
(A—p)(p1—c) se p <p;

A S
uy (p1, p2) = 2p1 (p1—c) se p=p; b
g 0 se pL>p;
! 0 se p; <Py

A-p
Uz (p1,p2) = > Z(Pz—C) se p1 =Dz

(A =p2)(p2—¢) se pi>p;
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2.JEIC 2.2. Aplicacbes
2.2.2. Oligopdlio de Bertrand

Exemplo 2: Duopodlio de Bertrand

Analisar casos!
Casol:p; <c V pp, <c?

Caso2:py >c V pp, > c?

pi

;
(A—p)(p1—c) se p <p;

A .
w (p1,02) = < 2p1 (p1—c) se p=p;
: 0 se p1 >p2
’ 0 se p; <P

A-p
Uz (p1,p2) = > Z(Pz—C) se p1 =Dz

(A =p2)(p2—¢) se pi>p;
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2.JEIC 2.2. Aplicacbes
2.2.2. Oligopolio de Bertrand

Exemplo 2: Duopodlio de Bertrand

Analisar casos!
Casol:p; <c V p, <c?
Caso2:py >c V pp, >c?

Caso3:p; =c A p, =c?

Unico equilibrio de Nash: p; = p, = ¢

P1 = P2 ma c
:
(A—p)(p1—c) se p <p;
i gy S 1 W
w (p1,02) = < 5 (p1—c) se p,=p;
: 0 se p1 >p2

! 0 se p; <Py

A-p
Uz (p1,p2) = > Z(Pz—C) Seé P1 =Dz

(A =p2)(p2—¢) se pi>p;
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2.JEIC 2.2. Aplicacbes
2.2.2. Oligopolio de Bertrand

Exemplo 2: Duopdlio de Bertrand J =N, (S)ien, (Ui)ien)
(
(A—p)(p1—c) se p <p;
A i
Uy (p1,02) = 3 2P1 (p1—c) se p=p;
; 0 se pL>p;
:
0 se p1 <ps
A=ip
Uy (P, P2) = 9 5 = (p; —c) se p, =p;
k(1'4 —p2)(p2 —c) se p; >p;

Unico equilibrio de Nash: p; = p, = 6
Condicao de equilibrio competitivo!! Preco=custo marginal
Payoffs: u,(c,c) = u,(c,c) =0

E se mais de dois oligopolistas?
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2.JEIC 2.2. Aplicacbes
2.2.2. Oligopolio de Bertrand

Exemplo 2: Duopdlio de Bertrand

Comparacao entre os dois tipos de competicao (Cournot & Bertrand):
Situacao estratégica?
Consumidores?

Relacao com o comércio eletronico?

Eugene Orlov (2011), “How Does the Internet Influence Price Dispersion? Evidence from the Airline
Industry”, Journal of Industrial Economics, 59(1), 21-37. https://doi.org/10.1111/j.1467-
6451.2011.00444.x

“The results suggest that increases in Internet penetration reduce average pricel...]”

Anirban Sengupta & Steven Wiggins (2014), “Airline Pricing, Price Dispersion, and Ticket Characteristics
on and off the Internet”, American Economic Journal: Economic Policy, 6(1), 272-307. DOI:
10.1257/pol.6.1.272

“Controlling for ticket and flight characteristics, online purchasers pay about 11 percent less
than offline purchasers, which seems rooted in more efficient shopping.”

Apresentagdio 03, Lamina 17de 53
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2.JEIC 2.2. Aplicacoes
2.2.3. Negociacao com arbitragem

Exemplo 3: Arbitragem de ofertas finais
“Final offer arbitration” (Gibbons), baseado em:

Farber, Henry S. "An analysis of final-offer arbitration." Journal of conflict
resolution 24.4 (1980): 683-705.

Caracteristica principal: o arbitro tem que escolher uma das duas ofertas.

No Brasil, a arbitragem de ofertas finais encontra previsao expressa no art. 42
da Lei n2 10.101/2000, que a define como aquela em que o arbitro deve
restringir-se a optar pela proposta apresentada, em carater definitivo, por uma
das partes.

Art. 42 Caso a negociagao visando a participag¢ao nos lucros ou resultados da empresa resulte
em impasse, as partes poderao utilizar-se dos seguintes mecanismos de solucao do litigio:

| — mediacao;

Il — arbitragem de ofertas finais, utilizando-se, no que couber, os termos da Lei n2 9.307, de
23 de setembro de 1996.

§ 12 Considera-se arbitragem de ofertas finais aquela em que o arbitro deve restringir-se a
optar pela proposta apresentada, em carater definitivo, por uma das partes.

Apresentagio 03, Lamina 19.de 53
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2.JEIC 2.2. Aplicacbes
2.2.3. Negociagao com arbitragem

Exemplo 3: Arbitragem de ofertas finais

n = 2: empregados e patroes
w: salario final

Empregados: maximizar w
Patrdes: minimizar w

=> Jogo de soma zero

Otimo do juiz: varidvel aleatdria x
Fungao de distribuicao: F(x)
Fungdo densidade de probabilidade: f(x)
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2.JEIC 2.2. Aplicacbes
2.2.3. Negociagao com arbitragem

Exemplo 3: Arbitragem de ofertas finais

Exp: x uniformemente distribuida em [0,1]:
flx) =1, F(x) = x, vx € [0,1]

Exp: x uniformemente distribuida em [a, b]

1
f(x)=m; F(x) =

€
R Vx € [a, b]

Exp: x normalmente distribuida com média m e desvio padrao o:

1 1 ;
flx) = = exp _F(x_m)
21O o
Mauricio Soares Bugarin Teoria dos Jogos _




2.JEIC 2.2. Aplicacbes
2.2.3. Negociagao com arbitragem

Exemplo 3: Arbitragem de ofertas finais

w,eS.=[0,+00)

Wp65p=[0,+oo)

Regra de escolha do juiz, supondo que w2 w,

w, +w,

WA e SR S e
2

w,+w,

WS 6 i ey
2



2.JEIC 2.2. Aplicacbes
2.2.3. Negociagao com arbitragem

Exemplo 3: Arbitragem de ofertas finais

Salario arbitrado esperado: depende da realizacao de x.

Uoow +w L w +w L
PI‘[W:WP]=PI‘@CS pE :F[.'ipE
L CASRA PR e
U w +w L wo+w [
Prlw=w, ] =Prix> Pe = Fis 21
L] AT RS
Portanto, o salario esperado é:
g ( )F WS-I-Wp
WsPr[W:Ws]_I_WpPr[W:Wp] Ty WS_Wp _2_—

Mauricio Soares Bugarin Teoria dos Jogos



2.JEIC 2.2. Aplicacbes
2.2.3. Negociagao com arbitragem

Exemplo 3: Arbitragem de ofertas finais

Portanto, a consequéncia do jogo para o sindicato é:

us(ws,wp)zws —(ws —wp)F(—v—V—s—%&j

E para o patrao é:

up(ws,wp): —W, +(WS —wp)F(u]



2.JEIC 2.2. Aplicacbes
2.2.3. Negociagao com arbitragem

Exemplo 3: Arbitragem de ofertas finais

3y,
us(ws,wp)zws —(Ws —Wp)F(WS _;Wp] ”p(Ws»Wp)=—ws +(Ws —WP)F[WS 2Wp)

Se distribuicdes “bem comportadas”, CPO funcionam:

\
] o {22
-

(\®)
(\O)

ow

2
0 (e 1 A
%us(ws,wp):—F[W 2ij+2(ws—wp)f(w ZWPJZO
F[ngij=;(ws—wp)f(wsgwl’
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2.JEIC 2.2. Aplicacbes
2.2.3. Negociagao com arbitragem

Exemplo 3: Arbitragem de ofertas finais

Equilibrio de Nash:

w.o+w 1 w.o+w
R INRTA R b SN PR )
_|_
2

Portanto, em equilibrio, a média das ofertas dos dois jogadores sera
exatamente a mediana, m, da distribuicao das preferéncias do arbitro.
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2.JEIC 2.2. Aplicacbes
2.2.3. Negociagao com arbitragem

Exemplo 3: Arbitragem de ofertas finais
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2.JEIC 2.2. Aplicacbes
2.2.3. Negociagao com arbitragem

Exemplo 3: Arbitragem de ofertas finais

Substituindo nas condi¢des de primeira ordem obtemos:

1
Sl A W, + W
T e T i
e U D 2

2

Exp: x uniformemente distribuida em [0, 1]

fx)=1 F(x)=x, vxl [01], m=%

WS—szl Ws_Wp:]-
WS+Wp_1 W5+Wp:1
2R

wWg = 1,Wp = 0: “Radicalismo estratégico”
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2.JEIC 2.2. Aplicacbes
2.2.3. Negociagao com arbitragem

Exemplo 3: Arbitragem de ofertas finais

Substituindo nas condi¢des de primeira ordem obtemos:

1

Sl A w.+w

T e T Frile

¢ SN 2 2
2

Exp: x uniformemente distribuida em [a, b]

Exc



2.JEIC 2.2. Aplicacbes
2.2.3. Negociagao com arbitragem

Exemplo 3: Arbitragem de ofertas finais

Substituindo nas condi¢cdes de primeira ordem obtemos:

1
Sl A W, + W
T e T i
e U D 2

2

Exp: x normalmente distribuida com média m e desvio padrao o

169= <= exp{ - =L (v}

Nesse caso, a média é igual a mediana. Portanto as condi¢des acima equivalem a:

W+ w,
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2.JEIC 2.2. Aplicacbes
2.2.3. Negociagao com arbitragem

Exemplo 3: Arbitragem de ofertas finais

A média da distribuicao do arbitro “guia” o comportamento estratégico dos
jogadores

Quanto maior a incerteza (desvio padrao), maior o radicalismo estratégico
Note o efeito do “ativismo judicial” no aumento do radicalismo na sociedade!

Situacao do Supremo (STF) agora?



Apresentacao
Capitulo 1. Introducao: Por que pensar estrategicamente?

Capitulo 2. Jogos estaticos com informacao completa

2.1. A Forma Normal e o Conceito de Equilibrio de Nash
2.1.1. A Forma Normal
2.1.2. Solucao por Dominancia
2.1.3. Equilibrio de Nash

2.2. Aplicacoes
2.2.1. Oligopalio de Cournot
2.2.2. Duopdlio de Bertrand
2.2.3. Negociacao com arbitragem

2.3. Estratégias mistas e existéncia de Equilibrio de Nash
2.3.1. Estratégias mistas: Definicao e exemplos
2.3.2. Existéncia de Equilibrio de Nash



trategias mistas e existéncia de Equilibrio de Nash
2.3.1. Estratégias mistas: Definicao e exemplos

Diagrama de Venn Il

Dominéancia

Universo de todos os jogos (finitos)
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tegias mistas e existéncia de Equilibrio de Nash
2.3.1. Estratégias mistas: Definicao e exemplos

Experimento: Par ou impar? Pénalti
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Estrategias mistas e existéncia de Equilibrio de Nash
2.3.1. Estratégias mistas: Definicao e exemplos

Defini¢ao- Seja J = (N, (S;);en, (Ui)ieny) um jogo na forma normal no qual os
conjuntos de estratégias dos agentes sdo finitos: |S;| =n,i =1, ...,n.

Uma estratégia mista para o agente i € uma distribuicdo de probabilidades definida
sobre o conjunto S;:

o;: S; - [0,1] tal que 2.0:(5;) =1

S 0,(5)

Um perfil de estratégias mistas 0=(o0,,...,0,) € uma selecdo de uma estratégia mista
para cada jogador i,i = 1, ..., n.
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tegias mistas e existéncia de Equilibrio de Nash
2.3.1. Estratégias mistas: Definicao e exemplos

Exemplo- par ou impar?

2
p i
1 P e —1,1
1 -1, 1 |t |
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trategias mistas e existéncia de Equilibrio de Nash
2.3.1. Estratégias mistas: Definicao e exemplos

Exemplo- Pedra, papel ou tesoura?

Mauricio Soares Bugarin

X
pe pa le
PE 0,0 —1,1 I, -1
PA 1, -1 0,0 e
TE -1, 1 e 0,0

o=(aPE + BPA + yTE,Ape + upa + vte)
= ((a,8,7), (4, 1, v))
emquea+ f+y=A+pu+v=1

Teoria dos Jogos



2.3. Estrategias mistas e existéncia de Equilibrio de Nash
2.3.1. Estratégias mistas: Definicao e exemplos

Definicdo- Sejam J = (N, (S))ien, (U;)iey) Um jogo na forma normal finito e
o=(0,, ...,0,) um perfil de estratégias (mistas).

Entdo a consequéncia do jogo para um jogador i quando todos jogam de acordo com o
perfil o é dada por:

Ui(0) = Eu;(0) = Y01(51)0,(52) - 0n(Sp) X u; (51,82, v, Sp)

O somatoério é tomado sobre todos os possiveis perfis de estratégias puras s =
(S S

O produto og,(s,) ...0,(s,) corresponde a probabilidade do perfil s ser o perfil jogado, e
u,(sy, ..., s,) é o payoff do jogador i quando esse perfil é de fato realizado.

Portanto, Eu,(o) é o payoff esperado (a utilidade esperada) do jogador i quando cada
jogador j escolhe a estratégia mista crj,j =l

Apresentagdo 03, Lamina 38 de 53
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Estrategias mistas e existéncia de Equilibrio de Nash
2.3.1. Estratégias mistas: Definicao e exemplos

Exemplo- par ou impar?

2
p i
1 P et -1, 1
1 -1, 1 1, -1

() (I)er- (Ier-(): - se
- () -(B) -r- hee
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. Estrategias mistas e existéncia de Equilibrio de Nash
2.3.1. Estratégias mistas: Definicao e exemplos

Exemplo- Pedra, papel ou tesoura? 2
pe pa le
PE 0,0 -1, 1 I, -1
1 PA frii=sh 0,0 =L
TE -1, 1 1, -1 0,0

o=(aPE + fPA + yTE,Ape + upa +vte) = ((a,B,v), (4, 1, v))
emquea+ f+y=A+u+v=1

2

o=(0,1/2,1/2),n = (%,05)

e ()« (G (- (I -
- (0 (I6)+(6) +E)-

Wl




3. Estrategias mistas e existéncia de Equilibrio de Nash
2.3.1. Estratégias mistas: Definicao e exemplos
Definigcao: Seja J = (N, (S;);en, (1;);en) um jogo finito na forma normal.

A partir de J, pode-se definir o jogo AJ = (n; 4S; Eu,i =1,...,n), em que:

AS; é o conjunto de todas as distribuicdes de probabilidades sobre o conjunto §;

Portanto, uma estratégia mista do jogo J nada mais é que uma estratégia pura do jogo

Af.

Equilibrio de Nash para estratégias mistas: EN em estratégias puras do jogo 4/7:

Um perfil de estratégias ¢* = (07, ...,0,) €45 x ...x A4S é um equilibrio de Nash em
estratégias mistas (ENM) se e somente se, para cada jogador i,

Eu;(c*) = Eu;(0y,02)), Vo; € AS;

Mauricio Soares Bugarin Teoria dos Jogos



ategias mistas e existéncia de Equilibrio de Nash
2.3.1. Estratégias mistas: Definicao e exemplos

Exemplo- par ou impar?

p)
{u} {1 —u}

1 Yp 1. -1 11

Rty -1, 1 1, -1

Jogador 1: Eu,(A, p) = A — A(1 =) — p(1-4) + (1 -A)(1—10)
= (1 -24)(1-24)
Jogador 2: Eu,(A, )= —(1 =2A)(1-24)



trategias mistas e existéncia de Equilibrio de Nash
2.3.1. Estratégias mistas: Definicao e exemplos

Exemplo: par ou impar?
Jogador 1: Eu (4, ¢) = (1 —24)(1-24)
Jogador 2: Eu,(A, 1) = —(1 —2A)(1-2p) %

MR
Se u<1/2 2

entdo MR,: 4=0
Se u=1/2

entdo qualquer valor de 4 é uma MR, MR,
Se 1151/2

entdo MR, : A=1

1/2 @

Se A<1/2

entao MR,: u=1
Se 1=1/2

entdo qualquer valor de i é uma MR,
Se 1>1/2

entao MR,: u=0

ENM

p i 0 1/2 1

Mauricio Soares Bugarin Teoria dos Jogos



. Estrategias mistas e existéncia de Equilibrio de Nash
2.3.1. Estratégias mistas: Definicao e exemplos

Exemplo- Jogo do Banana

ENM: (A, 1). Abordagem alternativa:
UE,(D|u) =0u+10(1 —u) =10 — 10u 5
UE,(M|u) = 50u —100(1 — u) = 150u — 100

d m
D>/ M & 10—10u> 150 — 100
17 R0 0.0 10, 50
11
=110 > 160pu = p < ¢ M | 50,10 |-100,-100

Se u<11/16 entdo MR;: 1=1
Se 1=11/16 entdo qualquer valor de 4 é uma MR,
Se 1>11/16 entdao MR;: 1=0

UE,(d|2) = 04 + 10(1 — 1) = 10 — 101
UE,(m|2A) = 501 — 100(1 — 1) = 1501 — 100

11
d>2m=>10—10/1>150/1—100@110>16OA=)A<1—6

Se 4 <11/16 entdo MR,: u =1
Se A =11/16 entdo qualquer valor de 1 é uma MR,
Se 1 >11/16 entao MR,: u=0

Mauricio Soares Bugarin Teoria dos Jogos



trategias mistas e existéncia de Equilibrio de Nash
2.3.1. Estratégias mistas: Definicao e exemplos

Exemplo: Jogo do Banana

y7,
Se u<11/16 entdao MR,: A=1 ‘

Se 1=11/16 entdo qualquer valor de A é uma MR, s

Se 1>11/16 entdo MR,: A=0

11/16 o

Se A1 <11/16 entdo MR,: u =1 MR,

Se 1 =11/16 entdo qualquer valor de u é uma MR,

Se 1 >11/16 entdo MR,: u=0
ENM

d m
1 D 0,0 10, 50
M 50, 10 —-100, —100

0 11/16 1



Estrategias mistas e existéncia de Equilibrio de Nash
2.3.1. Estratégias mistas: Definicao e exemplos

Exemplo- Batalha dos Sexos Assimétrico 0<e<l1

ENM: (A, 1). Abordagem alternativa:
UE,(Blju) =B+e)u+(1+e)(Q1—pw)=2u+1+e¢
UE{(S|u) = 0p+2(1 —p) =2 —2u

1—¢€

B> Soe2u+l+e>2-2us4u>1—-esu> 2

A 2
Se u > — entdo MR: 1=1

4

ey b s
Se 4 = — entdo qualquer valor de A é uma MR,

4 1 B| 3+4+¢2 1+¢1
Seu< %entéo MR,: A=0 S 0,0 2.3

UE,(b|A) = 24+ 0(1 — 2) = 22
UE,(s|) =1+3(1—2) =3-24

3
b>zs=>2/1>3—2/1<=>4/1>3<=>}L>Z
B0 2
Sel > S entdo MR,: u =1
Se A = %entﬁo qualquer valor de ;1 € uma MR,

Se 1 < > ent3o MR,: u=0
4

Mauricio Soares Bugarin Teoria dos Jogos



trategias mistas e existéncia de Equilibrio de Nash
2.3.1. Estratégias mistas: Definicao e exemplos

Exemplo: Batalha dos Sexos Assimétrico e

e g ®
Seu > < ent3o MR: A=1 MR, /
4
Seu= % entdo qualquer valor de A é uma MR,
1-€ ..
Se u < — entdo MR,: A=0
4

ENM
s
Se A > ~entdo MR,: i =1
Seld = % entdo qualquer valor de u € uma MR,
3 Y . —
Sed< , entao MR,: u=0 MR,

1—¢€

; ®
2 0 > A
b S 0 3/4 1
1 B 3 + E, 2 1 + 6, 1 SOlugéeS:
S 0,0 2,3 EN: (B,b), (S,s)
ENM: (3B +55,=5b +255)
4 4 4 4
Mauricio Soares Bugarin Teoria dos Jogos _




3. Estrategias mistas e existéncia de Equilibrio de Nash
2.3.1. Estratégias mistas: Definicao e exemplos

Exemplo- Batalha dos Sexos Assimétrico 0<e <1 2
Solugoes: b S
EN: (B,b), (S,s); ENM: GB+§S, 1;Eb+3:€s)

Note: 1. B| 3+¢€2 1+e1

Se € = 0, entdao ENM simétrico: S 0,0 2,3
(3B +:55b+3s)
Cada um apresenta o mesmo viés na direcao preferida. Probabilidade de nao se encontrarem:
2 2
(2) +(3) =1e=0625
Se 0 < € <1, entao:
Ha um viés de preferéncia por parte de 1
Que gera um viés de radicalizagao na estratégia de 2:
O jogador 2 vai ao lugar preferido pelo 1 com probabilidade ainda menor!
Para que 2 consiga "disciplinar” 1!!
Probabilidade de nao se encontrarem:

3(3+6)+1—€_10+E_0625+E
42 42 16 8 ' 2

Discussdo:
ENM como mecanismo para disciplinar o outro jogador
Radicalismo estratégico
Aumenta a probabilidade de desencontro!
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trategias mistas e existéncia de Equilibrio de Nash
2.3.1. Estratégias mistas: Definicao e exemplos

Observacgoes:

« Todo EN em estratégias puras € um ENM

« EIED? .

PR IR e = UMM 7 I~ KIS [ B

“ty+ =ty >

No jogo resultante, s; > s,

No jogo resultante, t; > t,

Portanto, o unico EN encontrado por EIED é (s4,s,)



trategias mistas e existéncia de Equilibrio de Nash
2.3.1. Estratégias mistas: Definicao e exemplos

Observagoes: )
«  ENM
y B '8
a -1, 1 2,2 510
1 -6 03 2 43

c 2,—2 -1, 1 6,3
%) 22 3 41—

a>;d

Sy >1b

2 2

No jogo resultante, A >, C

No jogo resultante, Portanto, o jogo foi reduzido a um jogo 2x2

O unico EN desse jogo € (%a +%c,%A +§B)

Mauricio Soares Bugarin Teoria dos Jogos



3. Estrategias mistas e existéncia de Equilibrio de Nash
2.3.1. Estratégias mistas: Definicao e exemplos

Proposi¢cao. Caracterizacao de Equilibrios de Nash em estratégias mistas.
Seja] = (N, (S;);en, (U;);en) um jogo finito na forma normal.
Entdao sdao equivalentes as seguintes afirmacodes:
(i) o € um equilibrio de Nash em estratégias mistas.
(ii) Paratodo jogador i e para toda estratégia pura s; € S;,
Se0;(s;) > 0 entdo Eu;(o;,0_;) = Eu;(s;,0_;)
Se 0;(s;) =0 entdo Eu;(o;,0_;) = Eu;(s;,0_;)
(iii) Paratodo jogador i e para toda estratégia pura s; € S;,
Eu;(0j,0_;) = Eu;(s;,0_;)

Demonstracao: Mostremos que (i) = (ii) = (iii) = (i)

Mauricio Soares Bugarin Teoria dos Jogos



2.3. Estrategias mistas e existéncia de Equilibrio de Nash
2.3.1. Estratégias mistas: Definicao e exemplos

Proposicao. Caracterizagao de Equilibrios de Nash em estratégias mistas.

Seja] = (N, (S;)ien, (Ui)ien) um jogo finito na forma normal.
Entdo sao equivalentes as seguintes afirmacoes:
(i) o éum equilibrio de Nash em estratégias mistas.
(ii) Paratodo jogador i e para toda estratégia pura s; € §;,

Se 0;(s;) >0 entdo Eu;(0;,0_;) = Eu;(s;,0-;)

Se 0;(s;) =0 entdo Eu;(o;,0_;) = Eu;(s;,0-;)
(iii) Paratodo jogador i e para toda estratégia pura s; € §;,

Eu;(0j,0_;) = Eu;(si,0_;)
Demonstragao: Mostremos que (i) = (ii) = (iii) = (i)
(i) = (ii): Por definicdo, Eu;(0;,0_;) = Eu;(s;,0_;),Vs; € S;
Portanto, resta apenas provar que se d;(s;) > 0, ndo podemos ter desigualdade estrita
Suponha, por absurdo, que Eu;(o;,0_;) > Eu;(s;, 0_;) para algum s; tal que g;(s;) > 0
Entdo necessariamente haveria s; € S; tal que: g;(s;) > 0 e Eu;(s;,0_;) > Eu;(s;,0_;)
Mas estdo defina a estratégia mista g; por:
g/ (s;) = 0; a/(s;) = 0i(s;) + 0i(s;); 0{(s;") = 0;(s{"),Vs;" # s;,8;
satisfaz:
Eu(o;,0-;) > Eu;(0;,0_;)

Contradicao

Apresentagéio 03, Lamina 52de 53
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2.3. Estrategias mistas e existéncia de Equilibrio de Nash
2.3.1. Estratégias mistas: Definicao e exemplos

Resposta 5: ENM

Proposicao. Caracterizagao de Equilibrios de Nash em estratégias mistas.

Seja ] = (N, (S;)ien, (U;);en) um jogo finito na forma normal. Entdo sdo equivalentes as
seguintes afirmagdes:

(i) o é um equilibrio de Nash em estratégias mistas.

(ii) Paratodo jogador i e para toda estratégia pura s; € S;,
Se 0;(s;) >0 entdo Eu;(o;,0_;) = Eu;(s;,0_;)
Se g;(s;) =0 entdo Eu;(o;,0_;) = Eu;(s;,0_;)

(iii) Paratodo jogador i e para toda estratégia pura s; € S;,
Eu;(0y,0_;) = Eu(s;,0-;)

Demonstracao: Mostremos que (i) = (ii) = (iii) = (i)
(i) = (ii): OK

(ii) = (iii): imediato

(iii) = (i): imediato

Observagdo. Em particular, para todos s;, s; € S;, 0 ENM,
se 0;(s))oi(s;{) >0 entdo Eu;(s;,0_;) = Eu;(s{,0_;)

Apresentagdo 03, Lamina 53de 53
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  𝒥 =  ( N ,    (  S i )  i ∈ N ,    (  u i )  i ∈ N )


   s ∗ =


     (  s i ∗ )  i ∈ N


  i = 1 , … ,   n


   (  s  − i ∗ )


  i  


   s i ∗


  ∀ i ∈ N ,   ∀  s i ′ ∈  S i ,    u i  (  s ∗ ) ≥  u i  (  s i ′ ,  s  − i ∗ )


   x i =   A − c  n + 1


        X =  n  n + 1 ( A − c )


        P =  1  n + 1  ( A − c ) + c


      u i  ( x ) =  x i 2


  n


  X ( n ) =  n  n + 1 ( A − c )


        P ( n ) =  1  n + 1  ( A − c ) + c


  X  ( n )


  X  ( n )


     lim  n → ∞ ⁡  X  ( n ) = A − c


  P ( n )


  A ≫ c


  P  ( n )


     lim  n → ∞ ⁡  P  ( n ) = c


  N =  { 1 , 2 } :


  X = A − P


  P ≤ A


  X = 0


  P > A


   c i  (  x i ) = c  x i


   𝒑 𝒊 ,   𝒊 = 𝟏 , 𝟐 .


  𝒥 =  ( N ,    (  S i )  i ∈ N ,    (  u i )  i ∈ N )


  N =  { 1 , 2 } :


  X = A − P


   c i  (  x i ) = c  x i


   S i =  [ 0 , + ∞ ) ,   i = 1 , 2  


   u 1  (  p 1 ,  p 2 ) =  {     ( A −  p 1 )  p 1 − c  ( A −  p 1 ) =  ( A −  p 1 ) (  p 1 − c )    se   p 1 <  p 2        


  𝒥 =  ( N ,    (  S i )  i ∈ N ,    (  u i )  i ∈ N )


  N =  { 1 , 2 } :


  X = A − P


   c i  (  x i ) = c  x i


   S i =  [ 0 , + ∞ ) ,   i = 1 , 2  


   u 1  (  p 1 ,  p 2 ) =  {     ( A −  p 1 )  p 1 − c  ( A −  p 1 ) =  ( A −  p 1 ) (  p 1 − c )    se   p 1 <  p 2     30 −  p 1 2  (  p 1 − 6 )  se   p 1 =  p 2    


  𝒥 =  ( N ,    (  S i )  i ∈ N ,    (  u i )  i ∈ N )


  N =  { 1 , 2 } :


  X = A − P


   c i  (  x i ) = c  x i


   S i =  [ 0 , + ∞ ) ,   i = 1 , 2  


   u 1  (  p 1 ,  p 2 ) =  {     ( A −  p 1 )  p 1 − c  ( A −  p 1 ) =  ( A −  p 1 ) (  p 1 − c )    se   p 1 <  p 2     30 −  p 1 2  (  p 1 − 6 )  se   p 1 =  p 2   0  se   p 1 >  p 2


  𝒥 =  ( N ,    (  S i )  i ∈ N ,    (  u i )  i ∈ N )


  N =  { 1 , 2 } :


  X = A − P


   c i  (  x i ) = c  x i


   S i =  [ 0 , + ∞ ) ,   i = 1 , 2  


   u 1  (  p 1 ,  p 2 ) =  {     ( A −  p 1 ) (  p 1 − c )  se   p 1 <  p 2     A −  p 1 2  (  p 1 − c )  se   p 1 =  p 2   0  se   p 1 >  p 2


   u 2  (  p 1 ,  p 2 ) =  {    0  se   p 1 <  p 2     A −  p 2 2  (  p 2 − c )  se   p 1 =  p 2    ( A −  p 2 ) (  p 2 − c )  se   p 1 >  p 2


   p 1 < c     ∨    p 2 < c ?


  c


   p i


   p 1 < c     ∨    p 2 < c ?


   p 1 > c     ∨    p 2 > c ?


  c


   p i


   p 1 < c     ∨      p 2 < c ?


   p 1 > c     ∨      p 2 > c ?


   p 1 = c     ∧      p 2 = c ?


   p 1 =    p 2 = c


  c


   p 1 =  p 2


  𝒥 =  ( N ,    (  S i )  i ∈ N ,    (  u i )  i ∈ N )


   p 1 =    p 2 = 6


   u 1  ( c , c ) =  u 2  ( c , c ) = 0


  n = 2


  w


  w


  w


  F ( x )


  f ( x )


  x


   [ 0 , 1 ] :


  f  ( x ) = 1 ,     F  ( x ) = x ,         ∀ x ∈ [ 0 , 1 ]


  f  ( x ) =  1  b − a ,     F  ( x ) =   x − a  b − a ,         ∀ x ∈ [ a , b ]


  m


  𝜎


  f  ( x ) =  1   2 𝜋  𝜎 2 exp  { −  1  2  𝜎 2    ( x − m ) 2 }


   w s = 1 ,    w p = 0


   {      w s −  w p = 1       w s +  w p 2 =  1 2


   {      w s −  w p = 1     w s +  w p = 1


  𝒥 =  ( N ,    (  S i )  i ∈ N ,    (  u i )  i ∈ N )  


  :   |  S i | = n i ,   i = 1 , … ,   n


  i


  S i


  𝜎 i :    S i → [ 0 ,   1 ]


   k 𝜎 i ( s i k )   =   1


            s i k      𝜎 i ( s i k )


  𝜎  ( 𝜎 1 , … , 𝜎 n )  


  i ,   i = 1 , … ,   n


  𝜎   𝜎  , 𝜎     (  (  1 4 ,  3 4 )     (  2 3 ,  1 3 ) )


      =  (  (  1 4 ) P +  (  3 4 ) I ,    (  2 3 ) p +  (  1 3 ) i )


  𝜎   ( 𝛼 P E   + 𝛽 P A   + 𝛾 T E ,   𝜆 p e   + 𝜇 p a   + 𝜈 t e )


  = ( ( 𝛼 ,   𝛽 , 𝛾 ) ,   ( 𝜆 , 𝜇 , 𝜈 ) )


  𝛼 +   𝛽 + 𝛾 = 𝜆 + 𝜇 + 𝜈 = 1


  𝒥 =  ( N ,    (  S i )  i ∈ N ,    (  u i )  i ∈ N )  


  𝜎  ( 𝜎 1 , … , 𝜎 n )  


  i  


  𝜎


   U i  ( 𝜎 ) = E  u i  ( 𝜎 ) = ∑  𝜎 1  (  s 1 )  𝜎 2 (  s 2 ) ⋯  𝜎 n  (  s n ) ×  u i (  s 1 ,  s 2 , … ,  s n )


  s = ( s 1 ,  ,   s n ) .  


  𝜎 1 ( s 1 ) … 𝜎 n ( s n )  


  s  


  u i ( s 1 , … , s n )  


  i


  E u i ( 𝜎 )


  i


  j  


  𝜎 j ,   j = 1 , … ,   n


  𝜎   𝜎  ,   𝜎     (  (  1 4 ,  3 4 )     (  2 3 ,  1 3 ) )


                                        =  (  (  1 4 ) P +  (  3 4 ) I ,    (  2 3 ) p +  (  1 3 ) i )


  E  u 1 ( 𝜎 ) =  (  1 4 )  (  2 3 ) 1   +  (  1 4 )  (  1 3 )  (  1 ) +  (  3 4 )  (  2 3 )  (  1 ) +  (  3 4 )  (  1 3 ) 1   =   1 / 12    3 / 12   =     1 6


  E  u 2 ( 𝜎 ) =  (  1 4 )  (  2 3 )  (  1 ) +  (  1 4 )  (  1 3 ) 1   +  (  3 4 )  (  2 3 ) 1   +  (  3 4 )  (  1 3 )  (  1 ) =     1 12 +  3 12 =  1 6


  𝜎  ( 𝛼 P E   + 𝛽 P A   + 𝛾 T E ,   𝜆 p e   + 𝜇 p a   + 𝜈 t e ) = ( ( 𝛼 ,   𝛽 , 𝛾 ) ,   ( 𝜆 , 𝜇 , 𝜈 ) )


  𝛼 +   𝛽 + 𝛾 = 𝜆 + 𝜇 + 𝜈 = 1


  𝜎 = ( 0 ,   1 / 2 ,   1 / 2 ) ,    =  (  1 3 ,   0 ,  2 3 )


  E  u 1 ( 𝜎 , 𝜇 ) =    (  1 2 )  (  1 3 ) 1   +  (  1 2 )  (  2 3 )  (  1 ) +  (  1 2 )  (  1 3 )  (  1 ) +  (  1 2 )  (  2 3 ) 0   =     1 3


  E  u 2  ( 𝜎 , 𝜇 ) =    (  1 2 )  (  1 3 )  (  1 ) +  (  1 2 )  (  2 3 ) 1   +  (  1 2 )  (  1 3 ) 1   +  (  1 2 )  (  2 3 ) 0   =  1 3


  𝒥 =  ( N ,    (  S i )  i ∈ N ,    (  u i )  i ∈ N )  


  𝒥


  𝛥 𝒥 = ( n ; 𝛥 S i ;   E u i ,   i = 1 ,  ,   n )


  𝛥 S i


   S i


  𝛥 𝒥


  𝛥 𝒥


   𝜎 ∗ =  (  𝜎 1 ∗ , … ,  𝜎 n ∗ )  𝛥 S 1  …    𝛥 S n  


  E  u i  (  𝜎 ∗ ) ≥ E  u i  (  𝜎 i ,  𝜎  − i ∗ ) ,       ∀  𝜎 i ∈ 𝛥  S i


   { 𝜆 }


   { 1 − 𝜆 }


   { 𝜇 }


   { 1 − 𝜇 }


    U E 1  ( D | 𝜇 ) = 0 𝜇 + 10  ( 1 − 𝜇 ) = 10 − 10 𝜇


    U E 1  ( M | 𝜇 ) = 50 𝜇 − 100  ( 1 − 𝜇 ) = 150 𝜇 − 100


  D  ≻ 1 M         ⟺ 10 − 10 𝜇 > 150 𝜇 − 100


  ⟺ 110 > 160 𝜇 ⟺ 𝜇 <  11 16


    U E 2  ( d | 𝜆 ) = 0 𝜆 + 10  ( 1 − 𝜆 ) = 10 − 10 𝜆


    U E 2  ( m | 𝜆 ) = 50 𝜆 − 100  ( 1 − 𝜆 ) = 150 𝜆 − 100


  d  ≻ 2 m ⟺ 10 − 10 𝜆 > 150 𝜆 − 100 ⟺ 110 > 160 𝜆 ⟺ 𝜆 <  11 16


  𝜆  


  𝜇  


  𝜆  


  𝜇


  𝜆  


  𝜇


  𝜆  


  𝜇  


  𝜆  


  𝜇


  𝜆  


  𝜇


  0 < 𝜖 < 1


    U E 1  ( B | 𝜇 ) =  ( 3 + 𝜖 ) 𝜇 +  ( 1 + 𝜖 )  ( 1 − 𝜇 ) = 2 𝜇 + 1 + 𝜖


    U E 1  ( S | 𝜇 ) = 0 𝜇 + 2  ( 1 − 𝜇 ) = 2 − 2 𝜇


  B  ≻ 1 S ⟺ 2 𝜇 + 1 + 𝜖 > 2 − 2 𝜇 ⟺ 4 𝜇 > 1 − 𝜖 ⟺ 𝜇 >   1 − 𝜖 4


  𝜇 >   1 − 𝜖 4  


  𝜇 =   1 − 𝜖 4


  𝜇 <   1 − 𝜖 4


    U E 2  ( b | 𝜆 ) = 2 𝜆 + 0  ( 1 − 𝜆 ) = 2 𝜆


    U E 2  ( s | 𝜆 ) = 𝜆 + 3  ( 1 − 𝜆 ) = 3 − 2 𝜆


  b  ≻ 2 s ⟺ 2 𝜆 > 3 − 2 𝜆 ⟺ 4 𝜆 > 3 ⟺ 𝜆 >  3 4


  𝜆 >  3 4


  𝜇  


  𝜆 =  3 4


  𝜇


  𝜆 <  3 4


  𝜇


  3 + 𝜖 ,   2


  1 + 𝜖 ,   1


  0 ,   0


  2 ,   3


  𝜇 >   1 − 𝜖 4  


  𝜇 =   1 − 𝜖 4


  𝜇 <   1 − 𝜖 4


  𝜆 >  3 4


  𝜇  


  𝜆 =  3 4


  𝜇


  𝜆 <  3 4


  𝜇


    1 − 𝜖 4


  3 + 𝜖 ,   2


  1 + 𝜖 ,   1


  0 ,   0


  2 ,   3


   ( B , b )


   ( S , s )


   (  3 4 B +  1 4 S ,   1 − 𝜖 4 b +   3 + 𝜖 4 s )


  0 < 𝜖 < 1


   ( B , b )


   ( S , s )


   (  3 4 B +  1 4 S ,   1 − 𝜖 4 b +   3 + 𝜖 4 s )


  𝜖 = 0


   (  3 4 B +  1 4 S ,  1 4 b +  3 4 s )


     (  3 4 ) 2 +    (  1 4 ) 2 =  10 16 = 0 , 625


  0 < 𝜖 < 1


    3  ( 3 + 𝜖 )   4 2 +   1 − 𝜖   4 2 =  10 16 +  𝜖 8 = 0 , 625 +  𝜖 2


  3 + 𝜖 ,   2


  1 + 𝜖 ,   1


  0 ,   0


  2 ,   3


   1 2  t 1 +  1 2  t 2 ≻  t 3


   s 1 ≻  s 2


   t 1 ≻  t 2


   (  s 1 ,  s 2 )


  a  ≻ 1 d


   1 2 a +  1 2 c  ≻ 1 b


  A  ≻ 2 C


   (  1 2 a +  1 2 c ,  1 2 A +  1 2 B   )


  J =  ( N ,    (  S i )  i ∈ N ,    (  u i )  i ∈ N )  


  𝜎


  i


   s i ∈  S i


   𝜎 i  (  s i ) > 0


  E  u i  (  𝜎 i ,  𝜎  − i ) = E  u i (  s i ,  𝜎  − i )


   𝜎 i  (  s i ) = 0


  E  u i  (  𝜎 i ,  𝜎  − i ) ≥ E  u i (  s i ,  𝜎  − i )


  i


   s i ∈  S i


  E  u i  (  𝜎 i ,  𝜎  − i ) ≥ E  u i (  s i ,  𝜎  − i )


  ⇒


  ⇒


  ⇒


  J =  ( N ,    (  S i )  i ∈ N ,    (  u i )  i ∈ N )  


  𝜎


  i


   s i ∈  S i


   𝜎 i  (  s i ) > 0


  E  u i  (  𝜎 i ,  𝜎  − i ) = E  u i (  s i ,  𝜎  − i )


   𝜎 i  (  s i ) = 0


  E  u i  (  𝜎 i ,  𝜎  − i ) ≥ E  u i (  s i ,  𝜎  − i )


  i


   s i ∈  S i


  E  u i  (  𝜎 i ,  𝜎  − i ) ≥ E  u i (  s i ,  𝜎  − i )


  ⇒


  ⇒


  ⇒


  ⇒


  E  u i  (  𝜎 i ,  𝜎  − i ) ≥ E  u i  (  s i ,  𝜎  − i ) ,   ∀  s i ∈  S i


   𝜎 i  (  s i ) > 0


  E  u i  (  𝜎 i ,  𝜎  − i ) > E  u i (  s i ,  𝜎  − i )


   s i


   𝜎 i  (  s i ) > 0


   s i ′ ∈  S i


   𝜎 i  (  s i ′ ) > 0


  E  u i  (  s i ′ ,  𝜎  − i ) > E  u i  (  s i ,  𝜎  − i )


   𝜎 i ′


   𝜎 i ′  (  s i ) = 0 ;    𝜎 i ′  (  s i ′ ) =  𝜎 i  (  s i ) +  𝜎 i  (  s i ′ )


   𝜎 i ′  (  s i  ′ ′ ) =  𝜎 i  (  s i  ′ ′ ) ,   ∀  s i  ′ ′ ≠  s i ,    s i ′


  E  u i  (  𝜎 i ′ ,  𝜎  − i ) > E  u i (  𝜎 i ,  𝜎  − i )


  J =  ( N ,    (  S i )  i ∈ N ,    (  u i )  i ∈ N )  


  𝜎


  i


   s i ∈  S i


   𝜎 i  (  s i ) > 0


  E  u i  (  𝜎 i ,  𝜎  − i ) = E  u i (  s i ,  𝜎  − i )


   𝜎 i  (  s i ) = 0


  E  u i  (  𝜎 i ,  𝜎  − i ) ≥ E  u i (  s i ,  𝜎  − i )


  i


   s i ∈  S i


  E  u i  (  𝜎 i ,  𝜎  − i ) ≥ E  u i (  s i ,  𝜎  − i )


  ⇒


  ⇒


  ⇒


  ⇒


  ⇒


  ⇒


   s i ,    s i ′ ∈  S i ,   𝜎


   𝜎 i  (  s i )  𝜎 i  (  s i ′ ) > 0


  E  u i  (  s i ,  𝜎  − i ) = E  u i (  s i ′ ,  𝜎  − i )

