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2. Jogos estaticos com informacao completa
1. A Forma Normal e o Conceito de Equilibrio de Nash

Jogos estaticos: todos os jogadores jogam ao mesmo tempo, uma unica vez

Com informacgao completa: todos sabem exatamente as consequéncias de cada jogada
(completa) para cada jogador.

2.1.1. A Forma Normal ou Estratégica

J = N, (S)ien, (i) ien)

Dilema do Prisioneiro

Jogo dos irméos

Duopdlio de Cournot com estratégias finitas
Batalha dos Sexos

Jogo do banana

Trés jogadores (soma zero, ndo soma zero)
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2. Jogos estaticos com informacao completa
1. A Forma Normal e o Conceito de Equilibrio de Nash

2.1.2. Solugcao por Dominancia
Recapitulagao: Dois algoritmos para obtencao de solucoes:

Buscar estratégias dominantes:

requer simples racionalidade dos jogadores

Eliminar estratégias estritamente dominadas:

Requer que a racionalidade seja conhecimento comum entre os
jogadores

Portanto, conceito mais “exigente” de racionalidade
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2. Jogos estaticos com informacao completa
2.1. A Forma Normal e o Conceito de Equilibrio de Nash

2.1.2. Solucao por Dominancia

Proposi¢ao:

Suponha que um jogo admite uma solugdo s = (S;);=1 .., €M
estratégias dominantes.

Entdo o processo de eliminacdo de estratégias estritamente
dominadas leva a uma Unica solucao do jogo, que é justamente s.

Resolugdo:

Trivial: Para cada jogador i, a estratégia s; domina todas as demais
estratégias, portanto, qualquer que seja a ordem de aplicacao do processo
de EIED, o conjunto de estratégias de i sera reduzido a {s;}.
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2. Jogos estaticos com informacgao completa
orma Normal e o Conceito de Equilibrio de Nash

2.1.2. Solucao por Dominancia

Diagrama de Venn |

Dominéancia

Universo de todos os jogos (finitos)




2. Jogos estaticos com informacao completa
2.1. A Forma Normal e o Conceito de Equilibrio de Nash

2.1.2. Solucao por Dominancia

Proposicao:

Se o processo de EIED levar a um perfil de estratégias, esse perfil de estratégias é o
mesmo qualquer que seja a ordem de eliminacao de estratégias estritamente
dominadas escolhido.

Demonstragdo:

Suponha, por contradigao, que aplicando o processo de EIED seguindo uma ordem 04
leva @ um resultado s e que aplicando-o seguindo outra ordem o0, leva a outro
resultado s’ # s.

Entao S]f # S; para pelo menos um jogador j € N.

Portanto, alguma estratégia no perfil s’ é eliminada durante o processo o;.
Seja s; a primeira estratégia no perfil s’ eliminada durante esse processo o;.
Entdo existe s;' € S; tal que:

w; (s, sL;) > u;(sf, s’ (1)
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2. Jogos estaticos com informacao completa
2.1. A Forma Normal e o Conceito de Equilibrio de Nash

2.1.2. Solucao por Dominancia
Proposicao:

Se o processo de EIED levar a um perfil de estratégias, esse perfil de estratégias é o
mesmo qualquer que seja a ordem de eliminacao de estratégias estritamente
dominadas escolhido.

Demonstrag@o: 0,:S; 0,:S # S.
s;: a primeira estratégia no perfil s’ eliminada durante esse processo o;.
Entdo existe s;" € S; tal que:  w;(s{’,sL;) > w;(s], s.; (1)
No entanto, como o processo 0, resultou no perfil s’, temos:
s;" é eliminada no processo 0,
Nenhuma das estratégias em s_; é eliminada no processo o,

Portanto, existe uma cadeia finita de estratégias de i, s;1, S;i2, ..., Sin, tal que, no
processo 0,: s;; elimina s;”, s;, elimina s, ..., S;; = ;" elimina s; 4

Mas entao,
w;(s{,sL) = wi (S, SL0) > ui(Sin—1,82;) > - > ui(s{',sL)  (2)

Mas as condicdes (1) e (2) levam a uma contradicao, o conclui a demonstracao.

Apresentagéo 03, Lamina9de42 |
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Observacao

Exemplo- Batalha dos Sexos

Ndo é soluvel por domindncia!

A 832

B 0,0

Forma Normal e o Conceito de Equilibrio de Nash
2.1.2. Solucao por Dominancia

1,1

2,3

Busquemos alguma caracteristica dos equilibrios anteriores que pode ser replicada

neste jogo

Mauricio Soares Bugarin
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1. A Forma Normal e o Conceito de Equilibrio de Nash
2.1.3. Equilibrio de Nash

2.1.3. Equilibrio de Nash

Exemplo- Duopdlio de Cournot com um numero finito de estratégias

@

6 3 11
6 72.72 60, 80 42,77
@ 8 20, 60 < <64, 64 YH—405 55
11 77,42 55, 40 22,22

Perfil (8, 8) é o Unico que tem essa caracteristica de nao arrependimento:

Nenhum jogador se arrepende de sua jogada, dada a escolha do outro jogador



EIC 2.1. A Forma Normal e o Conceito de Equilibrio de Nash
2.1.3. Equilibrio de Nash

Definicao- Equilibrio de Nash

Seja J = (N, (S;)ien, (U;);en) um jogo na forma normal.

Um perfil de estratégias s* = (s;);en € chamado um equilibrio de Nash (EN) se para cada
jogador i = 1, ...,n, dadas as escolhas dos demais jogadores (s;),
o melhor que i pode fazer é escolher s;:
Vi € N,Vs; € S;,u;(s*) = u;(s{, sZ;)
Observacao:
Nao ha arrependimento apds reveladas as estratégias dos demais jogadores.

Dizemos que cada jogador escolhe uma MELHOR RESPOSTA as estratégias dos
demais jogadores.

Observagao: Outras interpretacdes do conceito de equilibrio de Nash:

" V24
|: I

(i) Previsao “sugerida” que é estrategicamente estavel: “Joguem assim
(i) Acordo exequivel/crivel
(iii) Expectativas racionais.

(iv) Myerson: “Why not?”

Apresentagio 03, Lamina 13de 42
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1. A Forma Normal e o Conceito de Equilibrio de Nash
2.1.3. Equilibrio de Nash

Definicao- Equilibrio de Nash

Seja J = (N, (S;)ien, (U;);en) um jogo na forma normal.

Um perfil de estratégias s* = (s;);en € chamado um equilibrio de Nash (EN) se para cada
jogador i = 1, ...,n, dadas as escolhas dos demais jogadores (sZ;),

o melhor que i pode fazer é escolher s;:

Vi € N,Vs] € S;,u;(s*) = u;(s],s*;

Observagao:

Comparacao com estratégias dominantes:
Vs; € S;,u;i(s;,s_;) > ui(s;,s_;),Vs_; € S_;



orma Normal e o Conceito de Equilibrio de Nash
2.1.3. Equilibrio de Nash

2.1.3. Equilibrio de Nash

Exemplo- O Dilema dos Prisioneiros

2
C n
1
N -9,0 —1,-1




rma Normal e o Conceito de Equilibrio de Nash
2.1.3. Equilibrio de Nash

Exemplo- O Jogo dos Irmdos

2
tv vg f
v 0,0 1,2 1,3
1
VG 2,1 22 2,3

F 3,1 3,2




Forma Normal e o Conceito de Equilibrio de Nash
2.1.3. Equilibrio de Nash

Exemplo- Um jogo com trés jogadores

1
u;(s) =s; _Ez S

J#L

Jo J J
0 2 4 0 2 4 0 2 4

0 0,0,0 (-1,2,-1|-2,4,-2||-1,-1,2 (-2,1,1|-3,3,0]| |-2,2,4|-3,0,3|-4,2,2

I 2l e LR T 2 M 0s B3 M2 0,0,0 |-1,2,-1}]0,-3,3 |-1,-1,2| 2,1, 1

414,-2,2(3,0,-3]|2,2,4 3, =350 [ 2,51 el 1y =2 A2 1,—2,1< 0,0,0
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rma Normal e o Conceito de Equilibrio de Nash
2.1.3. Equilibrio de Nash

Exemplo- Batalha dos Sexos
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orma Normal e o Conceito de Equilibrio de Nash
2.1.3. Equilibrio de Nash

Exemplo- Jogo do Banana

d m
VST LT N

1 D 0,0 10, 50
M 50, 10 —-100,-100

Chicken, Hawk-Dove



IC 2.1. A Forma Normal e o Conceito de Equilibrio de Nash
2.1.3. Equilibrio de Nash

Relacdo entre solucao por dominancia e equilibrio de Nash:
Proposicao 1:

Suponha que cada jogador i num jogo J = (n; Sy, ..., Sp; Uy, ..., U,) POSSUI
uma estratégia estritamente dominante s,.

Entdo s = (S;);=1_.n € 0 Unico equilibrio de Nash do jogo.
Resolucdo:
Mostremos em primeiro lugar que s € um equilibrio de Nash.
Suponha, por contradicao, que s nao € um equilibrio de Nash.

Entdo, existem um jogador i e uma estratégia s; € S; disponivel para o jogador
[, tais que:

ui(si,s—;) > ui(si,s_) (i)
Mas entdo, necessariamente, s’ # s;.
Como s; € uma estrategia estritamente dominante,
ui(si,s_) > wi(si,5-y) (ii)
Mas (i) e (ii) sdo incompativeis (contradicao).

Portanto, s € um equilibrio de Nash do jogo.
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IC 2.1. A Forma Normal e o Conceito de Equilibrio de Nash
2.1.3. Equilibrio de Nash

Relacao entre solugcao por dominancia e equilibrio de Nash:
Proposicao 1: Suponha que cada jogador i num jogo J = (n; S, ..., Sy Uy, -, U,)
possui uma estratégia estritamente dominante s..
Entdo s = (S;);=1_.n € 0 Unico equilibrio de Nash do jogo.
Resolucdo:
Mostremos em primeiro lugar que s € um equilibrio de Nash. OK
Mostremos agora que nao existe outro equilibrio de Nash nesse jogo.
Suponha, por contradicao, que existe um EN do jogo s’ = (s{)izllm’n distinto de s.
Entdo existem um jogador i e uma estratégia s; € S;, disponivel para o jogador i,
s; # s;, tais que:
ui(si, sZi) = (s, s2y) (i)
No entanto, como s; € uma estratégia estritamente dominante do jogador i,
u;(s;,s2;) > u;(si, s_; (ii)
Novamente, as condicoes (i) e (ii) levam a uma contradicdo, o que garante a
unicidade do equilibrio de Nash s.

Apresentagéio 03, Lamina 21 de 42

Mauricio Soares Bugarin Teoria dos Jogos




1. A Forma Normal e o Conceito de Equilibrio de Nash
2.1.3. Equilibrio de Nash

Relacdo entre solugao por dominancia e equilibrio de Nash:

Proposicao 2:

Seja J = (n; Sy, ..., Sp; Uy -, u,) UM jogo na forma normal em que cada
jogador possui um numero finito de estratégias, ou seja, S; € um conjunto finito para
todo i = 1,...,n. Suponha que o processo de eliminacao iterativa de estratégias
estritamente dominadas (E/ED) leva a uma solugdo s* = (s3, ..., Spp)-

Entdo, s™ é o Unico equilibrio de Nash do jogo.
Resolucéo:

Exercicio. (Desafio)
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Forma Normal e o Conceito de Equilibrio de Nash
2.1.3. Equilibrio de Nash

Diagrama de Venn Il

Dominéancia

Universo de todos os jogos (finitos)
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Forma Normal e o Conceito de Equilibrio de Nash
2.1.3. Equilibrio de Nash

Observacgao: Selecao de equilibrio

Batalha dos Sexos

JD]
H
o w0 | @D

Schelling (Nobel, 2005): A ideia de ponto focal.
- Sociedade machista

- Focal arbitrator
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2.JEIC 2.2. Aplicacbes
2.2.1. Oligopolio de Cournot

2.2.1. Oligopdlio de Cournot

J =W, (SDien, Widien)
N = {1,2, ...,n}: oligopolistas

Escolhem simultaneamente quanto cada um produzira:
x; = 0: producgao escolhida pelo jogador i.

Demanda inversa:

Produgdo total X = x; + x5 + -+ x, = X1 X5
P=A—-X se X<A

P=0 se X>A

Estratégias:

S;=[0,4,i=1,..,n
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2.JEIC 2.2. Aplicacbes
2.2.1. Oligopolio de Cournot

2.2.1. Oligopdlio de Cournot Jd =N, (S)ien, U ien)
N = {1,2, ..., n}: oligopolistas

Demanda inversa:

Produgdo total X = x; + x5 + -+ x, = Y1 X;
P=A-X se X<A

P=0 se X>A
Estratégias:

S; =1[0,4],i=1,..,n

Custo de producao:

ci(x;) = cx;

Payoffs:

Perfil de estratégias: x = (xq, ..., Xy,)
u;(x) = (4 —X)x; — cx;

u;(x) = ((A —C) —X)xl-,i =l
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2.JEIC 2.2. Aplicacbes
2.2.1. Oligopolio de Cournot
2.2.1. Oligopodlio de Cournot

u;(x) = (A —c) = X)x;
() = ((A =) — (o1 + -+ x))x;

b =A== x |5 -2

J#i

Melhor respostade i a x_;?

X; que maximiza: u; (x;, x_;)

ou;
Calcular: —:
axi

(A—c)—ij—in=O, = S T

JE!
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2.JEIC 2.2. Aplicacbes
2.2.1. Oligopolio de Cournot

2.2.1. Oligopdlio de Cournot
Melhor resposta mutua:
(A——c) —Zj#xj —2x;=0, i=1,..,n

ot T Il

2x1 +x, + -+ x, 1 t+tx,=A4A—cC

X1+ 2x, + - +x, 4 +x, =A—c

x1+x2+"'+2xn_1+xn=A'—C

x1+x2+”'+xn_1+2xn=A_C

Tentemos: x; = X, = ** = x,, = X:
n+1x=4-c
Fn A O
X =
n+1
Mauricio Soares Bugarin Teoria dos Jogos _




2.JEIC 2.2. Aplicacbes
2.2.1. Oligopolio de Cournot

2.2.1. Oligopodlio de Cournot

Equilibrio de Nash:

n+1
Producao total:
n
X = A—
n+1 ( 2
Preco de equilibrio:
R S A e S ity A
¥ R e ) PRyl S iy
Payoffs do jogador i:
ul-(x) 3 ((A g5 C) A X)Xl
TR B e
A BT “nr1
o [A e cr
JRA T
- xlz
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2.JEIC 2.2. Aplicacbes
2.2.1. Oligopolio de Cournot

2.2.1. Oligopolio de Cournot

Equilibrio de Nash:

et Xzi(A—c); p=ﬁ(A—c)+c; u;(x) = x?

L n41’ n+1

Nosso exemplo:n = 2,4 = 30,c = 6.

u;(8,8) = u,(8,8) =
82 = 64
Observacdo: se monopdlio?
(o 1: xl = %I ul(x) on xlz

Verifique que essa é realmente a solugao do monopélio!
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2.JEIC 2.2. Aplicacbes
2.2.1. Oligopolio de Cournot

2.2.1. Oligopodlio de Cournot

Equilibrio de Nash: x; = g; X ﬁ(A —c);. P = ﬁ(/l —c)+c¢; u(x) =xf

Observacao: Alterando n:

X(n) =—=(A—c); P(n)=—(A—c)+c
X(n)?
X(n) é uma sequéncia estritamente crescente convergente
lim X(n) =A—c

n—>oo
P(n)?
Como A > ¢, P(n) é uma sequéncia estritamente decrescente convergente
lim P(n) =c
n—oo

Que é o custo marginal de producao, i.e., concorréncia perfeita!
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2.JEIC 2.2. Aplicacbes
2.2.2. Oligopolio de Bertrand

Exemplo 2: Duopdlio de Bertrand

N = {1,2}: duopolistas
Competicdo via ANUNCIO DE PRECOS
Demanda
X=30—-P se P <30
X=0 se P>30
Custo de producao:

c;(x;) = 6x;

Mas estratégias distintas:
Anunciam simultaneamente o pre¢o que vao cobrar: p;,i = 1, 2.
Reacao do mercado:

Compram de quem oferecer o menor preco, se o mesmo, dividem o mercado



2.JEIC 2.2. Aplicacbes
2.2.2. Oligopolio de Bertrand

Exemplo 2: Duopdlio de Bertrand J =N, (S)ien, W) ien)
N = {1,2}: duopolistas

Competicdo via ANUNCIO DE PRECOS
Demanda: X =30—P

Custo de produgdo: c¢;(x;) = 6x;

Estratégias: S; = [0, +0),i = 1,2

Utilidades:
y
(30 =p1)p1— 630 —p1)= (30 —p4)(P1—6) se pi1<p;
U1(P1,P2) =
\
Mauricio Soares Bugarin Teoria dos Jogos _




2.JEIC 2.2. Aplicacbes
2.2.2. Oligopalio de Bertrand

Exemplo 2: Duopdlio de Bertrand J =N, (S)ien, W) ien)
N = {1,2}: duopolistas

Competicdo via ANUNCIO DE PRECOS

Demanda: X =30—P

Custo de produgdo: c¢;(x;) = 6x;

Estratégias: S; = [0, +0),i = 1,2

Utilidades:
y
B0 =p)pP1 =630 —=p1)=(30—p1)(P1—6) se p;<p;
U1(P1,P2) = § 3 ; pl(P1 — 6) S€ DP1=D2
\
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2.JEIC 2.2. Aplicacbes
2.2.2. Oligopalio de Bertrand

Exemplo 2: Duopdlio de Bertrand J =N, (S)ien, (Ui)ien)

N = {1,2}: duopolistas
Competicdo via ANUNCIO DE PRECOS
Demanda: X =30—P
Custo de produgdo: c¢;(x;) = 6x;

Estratégias: S; = [0, +0),i = 1,2

Utilidades:
:
(30 —p1)p1—6(30—p1)=30—py)(p1—6) se p;<p,
(5 D) =122 ; P1(p1 — 6) Ay L4 g L)
\0 se pi1>Dy
g
(30 — pz)(pz — 6) se p1>p,
U(P1,P2) = <wm2 — 6) se p1=Dp,
0 se p1<p,




2.JEIC 2.2. Aplicacbes
2.2.2. Oligopalio de Bertrand

Exemplo 2: Duopodlio de Bertrand

Derivar???
Analisar casos!

Casol:p; <6 V p, <6?

Mauricio Soares Bugarin Teoria dos Jogos



2.JEIC 2.2. Aplicacbes
2.2.2. Oligopdlio de Bertrand
Exemplo 2: Duopodlio de Bertrand
Derivar???

Analisar casos!

Casol:p; <6 V p, <6?

pi

Caso2:py > 6 V p, > 67
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2.JEIC 2.2. Aplicacbes
2.2.2. Oligopolio de Bertrand

Exemplo 2: Duopodlio de Bertrand

Derivar???

Analisar casos!

Casol:p; <6 V p, <6?
Caso2:py > 6 V p, > 67

CaSO3:p1=6 /\p2=6? P1 = D> - 6

Unico equilibrio de Nash:p; = p, = 6




2.JEIC 2.2. Aplicacbes
2.2.2. Oligopolio de Bertrand

Exemplo 2: Duopdlio de Bertrand J =N, (S)ien, (Ui)ien)

(

(30 =p1)P1—6(30 =p1)= (30 =p1)(p1— 6) se p;<p,

U1 (P1,P2) = | 2 ; P1(p1 —6) S¢ P1=DP2

0 S€ P1~> P2
r

(30 —p3)(p2— 6) se p1> D>

Uy(P1,P2) = 22" P2(p, — 6) se p1= D2

0 se p1<p;

Unico equilibrio de Nash: p; = p, = 6

Condicao de equilibrio competitivo!! Preco=custo marginal

Payoffs: u;(6,6) = 0 = u,(6,6)

Mauricio Soares Bugarin Teoria dos Jogos



2.JEIC 2.2. Aplicacbes
2.2.2. Oligopolio de Bertrand

Exemplo 2: Duopdlio de Bertrand

Comparacao entre os dois tipos de competicao (Cornot & Bertrand):
Situacao estratégica?
Consumidores?

Relacdao com o comércio eletronico?
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  J =  ( N ,    (  S i )  i ∈ N ,    (  u i )  i ∈ N )


  s =    (  s i )  i = 1 , … , n


  s
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